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доступна широкому кругу читателей. Печать неравномер- 
пости лежит на этой, как и на других его работах: чув- 


ИВИИИ о ее со оо соч ое 
Заключительные замечания © значении и целях учения о 397 ствуется, что много зесь недоработки, много идей как 
множествах ‚ууу еее ве бы брошено вскользь и не развито в должной степени. 

[ преподавании в школе 399 - 
п Е ре. А ыы ранние преподавания ^ Издательство, однако, не считало возможным нарушать 
м “в Терыаини осевой о В 401 манеры письма. присущей Клейну. Работа Клейна, яв- 
Приложение П. Дополнительные сведения о математич . дас ляется классической, историческая роль ее огромна и чи- 
пидактической питературе сое татель вправе требовать, чтобы она была дана ему в том 

РЕДАКТОРА т виле, в каком она была написана. 
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1. План И части („Алгебры“) .......... осно 438 Клейна немало положений, ошибочных в методологичес- 
И. О римановых поверхностях ..........- Ой: и ком отношении. Мировоззрение Клейна носнт на себе 
Именной указатель „(еее ее. т отпечатки различных влияний, даже отпечатки тех тече- 


Предметный указатель „еее ний философской мысли, (например. механизма), против- 

ником которых сам Клейн выступает 
Материалистические высказ „вания его (а таких немало) 
сплошь и рядом причудливо чередуются с идеалистиче- 
-—- скими. Выяснить историческую обусловленность этой пе- 
строй картины взглядов, подвергнуть критике неправиль- 


ные установки автора, и, мало того противопоставить им 
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целостную картияу маркенстско-ленинского помимания тел 
вопросов, о которых пишет Клейн, —-такова ближайшая 
задача нашей критики. 

Тот читатель, на которого книга Клейна рассчитана, 
вряд ли удовлетворился бы, если бы издательство пред- 
послало книге простой перечень взглядов Клейна, кото- 
рые оно считает ошибочными; в этом он и не нуждается, 
и такого рода критика была бы здесь, как, впрочем, и в 
других случаях, неуместна. Для углубленной же и твор- 
чески плодотворной критики нужно время. 

только что начинаем создавать библиотеку науч- 
ных работ, на русском языке, и ее создание послужит 
одним из важных условий подготовки новых научных ва- 
дров, в которых мы чувствуем сейчас, такой острый не- 
до статок, 

В числе этих научных работ мы излаем и ряд таких 
произведений, которые отнюдь не являются марксистскими, 
а иногда и очень далеки от марксизма, но которые, 
подытоживая важнейшие течения буржуазной мысли, 
являются в то же время отправной точкой `для углуб- 
ленной марксистской критики. В чисде этих работ каиге 
Клейна принадлежит не последнее место. 
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Лекции, первая часть которых выходит в настоящее 
время в свет на русском языке во втором изданин, были 
читаны проф. Ф. Клейном в Геттингене в 1907/08 учебном 
году для будущих учителей средних учебных заведений. 
Организация этого курса находится в тесной связи с де- 
ятельностью Клейна, направленной в последние десять лет 
к реформированию преподавания математики в средней 
школе. В чем заключается эта реформа, как она наме- 
чается и как осуществляется,—0б этом мы поместили по- 


дробную статью в предисловии к1-й части сочинения Бо- 


реля-Штеккеля „Элементарная математика“1). 

Так как настоящие лекции Клейна нахолятся в тесной 
связи с этой реформой н ее завершению автор посвящает 
в последнем издании особое приложение (см. приложение 
1}, то необходимо дать здесь о ней хотя бы краткие 
сведения. 

Германия — страна, в которой классицизм пустил более 
глубокие корни, чем где бы то ни было, и школа фило- 
логического типа (гимназия) с обширными программами 
по древним языкам имела здесь за собою веками освя- 
щенные традиции единственной общеобразовательной 
школы, открывающей двери в высшие учебные заведения. 
Старая германская гимназия давала по математике и 
естествознанию только совершенно ничтожные сведения. 
Наполеоновский разгром вызвал в Германии реформу 
всех устоев общественной и политической жизни, в том 
числе, конечно, и ‘реформу школы. Под руководством 
Гумбольдта были выработаны главным, образом Зюверном 
(). \. Зй\уегт), новые программы, отводившие много 
места математике и естествознанию. Планы Гум- 


') Проф. Э. Борель, Арифметика и алгебра. В обработке проф 
Штеккеля. Перевод с немецкого под редакцией приват-доцента Кагана 
н с приложеннем его статьи „О реформе преподавания математики 
* средних учебных заведениях Германии и Франции”, 


=; 
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‚ больда-Зюверна не получили осуществлемия, но программы 
математики были расширёны, а через некоторое время 
были учреждены так называемые „реальные гимназии“ с 
одним древним языком, а позже — ‚высшие реальные 
училища“, совершенно свободные от древних языков. Од- 
нако все правовые пренмущества, в том числе и прямой 
доступ в высшие школы, были сохранены только за кдас- 
сическими гимназиями. 

‚ Признать образование, основанное на есте- 
‘ствознании и математике, совершенно равно- 
правным с классическим — таково было первое 
требованне реформаторов, возглавляемых Клейном. 

Второе основное положение Клейна, которое поддер- 
живали все сторонники реформы, заключалось в тесном 
сближенин теоретических частей с приклад- 
ными. Вместе с физнком Рикке Клейн повел в этом нап- 
равлении широкую пропаганду. Наиболее яркое выраже- 
ние она получила в сочинении „О прикладной математике 
и физике", составленном обоими руководителями движе- 
ния!). 

Теперь обратимся к вопросу о программах н методах 
преподавання математики в средней школе, как их себе 
представляли руководители реформистского движения. 

„Вряд ли есть предмет, — говорит Ф. Клейн,/— в препода- 

| вании которого царила бы такая рутина, как в препола- 
| вании математики. Курс элементарной математики вы- 
лился в определенные рамкн иточно замер раз навсегда 
|в установившихся пределах. От кремени до времени по 
тому или иному поводу одни задачи заменяются другими, 
исключаются одни параграфы и вводятся другие; но по 
существу на всем материале школьной математики это 
почти не отражается. Новые учебники алгебры носят от- 
печаток алгебры Эйлера, как новые учебники геометрии— 
отпечаток геометрии Лежандра. ожно подумать, что 
математнка — мертвая наука, что в ней ничто не меняется, 
что в этой области знания нет новых идей, по крайней 
мере таких которые могли бы сделаться достоянием не- 


1) Е. К1е!пт ипа Е. К1ске, ЦеБег апре\уапа{е Маетачк ила РНу- 
$ п 1Игег Ведейиля Г4г деп Отёегие ВЕ п Феп НоВегей Зсйией, 1.еёрая 
1900. „Нонеге сне“ — термин, соответствующий нашей „средней шко= 
ле“ (в отличие от „НосЬзсЬШе“ — „высшая школа“). 
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специалистов, предметом общего образования. Между тем 
это далеко не так. Математика ХХ столетия, несомненно, 
принесла с собою огромный ряд замечательных идей, 
которые наложили глубокий о1печаток на все отрасли 
знания и техники, на господствующие фнлософские воз- 
зрения, даже, выражаясь подлинными словами Клейна, 
„на весь строй нашей культуры“. Совершенно недопусгимо 
поэтому, чтобы общеобразовательная школа была цели- 
ком чужда всему тому, что составляет подлинное содер- 
жание современной математики. 

Какое же понятие в современной математике домини- 

рует? Это есть понятие о функции. Изучение функции / 
составляет предмет, можно сказать, всей высшей матема- 
тики; установление функциональной зависимости между 
различного рода факторами составляет задачу прикладной 
математики. Между тем в программу средней школы 
понятие о функпии почти вовсе не входит, о нем вскользь 
упоминают в тригонометрин, даже аналитическая геомет- 
рия, как уверяет Клейн, в немецкой школе преподается 
так, что понятие о функции остается в тени, 
) Здесь именно должна начаться реформа. Понятие о 
| функции должно играть основную, так сказать, руково- 
дящую роль в курсе средней школы. Понятие это лол- 
жно быть выяснено учащимся очень рано и должно 
проникать все преподавание алгебры и геометрии. Сна- 
чала нужно выяснить это понятие графически, начнная с 
простейших частных примеров; затем нужно приводить 
многообразные примеры функциональной зависимости из 
повседневной жизни; наконец, нужно изучить простейшне 
алгебраические функции: линейные, квадратные ит. д., 
приучить учащихся исследовать ход их изменения, их 
особенные (критические) точки. При этом нужно застав- 
лять учащихся самих вычерчивать соответствующие кри- 
вые, пользоваться клетчатой бумагой и т. д. В конечном 
результате каждая кривая, каждое алгебраическое выра- 
жение должно претворяться в уме юноши в некоторую 
функциональную зависимость. Приверженцы ры 
придумали даже новый термин—„мпкбопаез Оепкеп“; 
переведем его дословно— „функциональное мышление“, 
хотя слово „функциональный“ у нас употребляется обык- 
новенно в ином значении. 
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Так вот,— развить в юноше способность к фупкпиональ- 
ному мышлению составляет основную задачу реформы, 
Клейн подчеркивает при этом, что здесь‘дело отнюдь не 
должно сводиться к тому, чтобы дать учащемуся опреде- 
ление функции. „Учеников многому учат, — говорит 
Клейн,— и немало чего они выучивают; но немногое дей- 
ствительно становится достоянием их ума“. Нужно, чтобы 
понятие о функции и его значение в математике и в ее 
элементарных приложениях было вполне усвоено учащи- 
мися,—нужно, чтобы оно проникало собою все препода- 
вание в школе, 

Но изучение функций, их возрастания и убывания необ- 
ходимо и естественно приводит к понятию о производ- 
вой. Это вызывает следующее требование реформаторов: 
в программу средней школы должны быть внесены эде- 
менты высшей математики. В каком объеме, в какой по- 
следовательности это должно быть сделано, это должно 
зависеть отчасти от типа учебного заведения, отчасти от 
преподавателя; но это должно быть, во всяком случае, 
сделано. Это мотивируется следующим образом. 

Основные понятия диференциального и интегрального 
исчислений играют в настоящее время такую роль во 
всех отраслях и приложениях математики, что обойтись 
без них совершенно невозможно. В механике при опре- 
делении понятий о скорости, об ускорении, о центро- 
бежной силе, во всевозможных отделах физики, которые 
проходятся в средней школе, мы фактически оперируем 
производными; почему же не называть их настоу щим 
именем. Клейн высказывает убеждение, что искусствен- 
ные приемы, к которым прибегают в каждом частном 
случае, чтобы избежать понятия о производной и об 
интеграле, только сбивают учащихся, создают в их 


’ голове путаницу и даже отнимают много лишнего вре- 
мени. Было бы гораздо проще и продуктивнее выяснить 


эти понятия в общем виде, а потом уже пользоваться 
ами в приложениях. Еще целесообразнее вводить их, так 
сказать, по требованию этих приложений, но не маскируя, 
не создавая ложных и чисто внешних упрощений. 

Обширные дискуссии, развернувшиеся на почве всех 
этих положений, не утратили интереса по сей день, во 
мы лишены возможноети аэрывадыть их здесь 


` 
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Однако необходимо указать еще одно требование рефор- 
мы, которое справедливо выдвигалось как одно из основ- 
ных положений, 

Преподаваниедолжнобыть наглядным, Вы- 
двигая это требование со всей настойчивостью, Клейн, 
однако хорошо понимает, как легко его утрировать, как 
трудно его провести во всей чистоте; он и остававли- 
вается поэгому подробно на выяснении того, что он, 
собственно, под этим разумеет. Он полагает, что на первых 
ступенях преподавания надо отказаться от строго логи- 
ческих тенденций; нужно возможно больше наглядных 
представлений, возможно большее число примеров из 
повседневной жизни. Особенно ценным Клейн и его при-\ 
верженцы считают графическое изображение алгебраи» 
ческих функций. Он считает необходимым, чтобы учащиеся 
сами вычерчивали такого рода изображения, чтобы они 
широко пользозались клетчатой бумагой, чтобы они зна- 
комились с термометрическими, бзрометрическими, ста- 
тистическими кривыми, с графиками железных дорог и 
т. п. При всем том Клейн настаивает, чтобы в течение 
последних двух лет обучения логическая сторона дела 
пс возможности достаточно выяснялась. Следующее его 
положение мы считаем необходимым привести в подлин- 
ных его выражениях: „Во всяком случае нужно решитель- 

‚ НО избегать выдавать за доказагельство такого рода со- 
) ображения, которые решительно не представляют собой 
; такового“. 


Итак, отказ от господства филологической школы” 


в пользу изучения естествознания и математики, углубле- 
ние связи между теоретической и прикладной матема- 
тикой, введенне в преподавание математики функциональ- 
ного мышления, начал диференциального и интегрального 
исчислений, наглядное обучение и прежде всего широкое 
применение графических методов — вот те принципы, кото- 
рые Клейн и его последователи считали необходимым 
положить в основу реформы преподавания математики 
в школе. В услоьиях политической жизни монархической 
Германии это было весьма прогрессивное движение. Многое 
из этих тенденций было осуществлено и у нас в совет- 


ской школе, 
В связи с этими взглядами, с борьбой зв проведение 


< 


| 
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их в жизнь Клейн прочел в геттингенском унитереитете 
ряд курсов для преподавателей. Один из этих курсов и 
воспроизводят настоящие лекции В оригинале они перво- 
начально появились в свет в литографированном виде, 
выдерж'ли даже два лигографированных издания. В 
1921—1923 гг. издательство Шпрингера в Берлине вы- 
пустило в свет собрание м, т`матических мемуаров Клей- 
на*). вслед за этам та же фирма приступила к издазию 
многочисленных лекций Клейна, готорые дот эго суще. тво- 
вали только в литографированном виде. Многие из этих 
лекций представляют вы дающ зйся интерес. 

Госуларственное технико-теоретическое издатэльство 
реши"то вып)‹тать в свет на русском языке наиболее 
важные их этих излакий, именно’ „Лекпии по неевкли- 
довой геометрии“, „Лекиин по высшей геом‹трни“ и, 
наконец, „Элементарная м; таматика с точки зрения выс- 
шей“ в трех томах. Первый том, посвященный арифме- 
таке, алгебре и анализу, был выпущен на русском языке 
еще в 1912 г. под редакцией пишущего эти ‹троки. На- 
стоящее, второе, русское издание обработано по печатному 
(3-му) немецкому изданию. 

„Лекции Клейна представляют собой, несомненно, редкий 
вклад в учебную математическую литературу. Некоторые 
главы: пре ставлякт собой настоящие перлы, тем более 
ценные, что ни в каком другом сочинении их в подобной 
обработке нельзя найти: многое заимствовано непосред- 
ственно из научных мемуаров, из обширных  исторнче- 
ских сочинений, малодоступных или даже вовсе недоступ- 
ных тому читателю. для которого предназначены лекции 


`Клейна. Мало того, книга интересна отнюдь не только 


для учителя, а местами, пожалуй, и вовсе не для учителя. 
Она интересна для всякого лица, закянчивающего выс- 
шее математическое образование, для аспиранта — она 
дает ему такой обзор руководящих идей, проникающий 


1)Р. КТе! п, ЧезлиипеНе та!Нетанзсве АБпатитяеп, Нл ге! Вап4ел. 
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все отделы современной математики, какого он не най- 
дет нигде. 

Но два замечания мы должны к этому прибавить. Во- 
первых, книга имеет эту ценность лишь для того, кто 
подойдет к ней с н'длежащими требованиями, т2к сказать, 
С надлежащей стороны и с надлежащей подготовкой. Во- 
вторых, не все части сочинения достаточно уравновешены. 
На той и другой сгороне дела нам несбходимо остановить. 
ся несколько подр..бнее, 

Понятие об „элементарной мятематике“ вообще очень 
растяжимое; но Клейн имеет на это совершенно рсобен- 
ный взгляд. В указанной выше статье „О реформе пре- 
позавания математнки“ мы прнвели принадлежащую Клей- 
ну критику различных определений элементарной мате- 
м.таки, вернее, его соображения, в силу которых он 
счигает, что ни одно из известных ему определений не 
выдерживает критики. Он сам признает лишь следующее 
определение: элементарно все тэ, что доступно юноше, 
школьного возраста. Но подойдем ли мы именно с этой 
йли 6 какой бы то ни было другой точки зрения на элемен- 
тарную магематику, даже „с высшей“, как сказано в загла- 
вии книги, мы должны будем признать, что не только 
многие части сочинения, а, пожалуй, и большая часть их 
не может быть признана элементарной. Ни уч-ние о ква- 
тернионах в его связи с механикой, ни уравнения и группы 
многогранников в их связи с римановыми поверхностями, 
ни учение о малых колебаниях, о рядах Фурье, об интер- 
поляции не ‘могут быть признаны элементарными. Это 
отнюдь не уменьшает достоинства книги для тех, кому 
эти вопросы доступны. 

Но это нужно иметь в виду при чтении книги. В не- 
которых свонх частях она требует значительной научной 
подготовки. И с этойточки зрения нужно сказать. что 
Клейн при выборе материала для своих лекций не привел 
их в соответствие с задачамн реформы и нуждами пре-. 
подавателя реформированной школы. Конечно уровень 
знаний и подготовкн преподавателя должен быть гораздо 
выше того, что составляет содержание его преподавания. 
И Клейн, считаясь с этим, хочет высоко поднять кругозор 
преподавателя. Но вряд ли кто-либо признает, что лекции, 
посвященные, например, алгебре, в общем соответствуют 
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етой задаче. Мы к этому еще возвратимся, но прежде 
несколько слов о характере изложения. Здесь мы должны 
лишний раз подчеркнуть то, что об этом говорит сам 
автор: лекции не содержат систематического и догмати- 
ческого изложения соответственных дисциплин; они со- 
держат только общий обзор относящихся сюда учений, 
они имеют в виду ярко осветить их основные моменты, 
сущность задач, их трудности, слабые места, спорные 
вопросы. Учиться той или иной дисциплине по этой книге 
нельзя; для этого существуют руководства, лучшие из 
которых автор всегда указывает на своем месте. Но 
в качестве дополнения к руководствам эти лекции особенно 
ценны в следующем отношении. Авторы догматических 
ет стараюгся победить те трудности, с которыми 
связано точное изясжение дисциплины. Удается ли им 
это нли нет, —в результате наиболее спорные пункты 
всегда остаются скрытыми, сглаженными. И даже ‘в тех 
случаях, когда удается довести ту или иную теорию до 
‘полной точности, учащийся часто недоумевает, для чего 
автору понадобился тот или иной сложный аппарат, те 
илн иные громоздкие рассуждения. Вот эти именно во- 
|| просы Клейн и старается осветить, он старается выяснить 
| идею в свете ее исторического развития, в сопоставлении 
| попыток ее разрешения. Но ясно вместе с тем, что, тот, 
‘кто станет читать эту книгу без предварительного знаком- 
ства с этими вопросами, не найдет в ней того, чего 
ищет. 

Теперь остановимся на отдельных частях настоящего, 
первого, тома. Первая часть представляет собой обзор 
современной теоретической арифметики. Кроме разве 3.й 
части [У главы („Умножение кватерннонов и преобра- 
зование поворотного растяжения в пространстве“), здесь 
все очень доступно и может в такой же мере служить 
введением в теоретическую арифметику, как и допол- 
вением к ней. Читатель должен только помнить, что 
доказательства нигде не доводятся до конца, что автор 
выясняет лишь руководящие их идеи. 

И даже учение о кватернионах нельзя считать недоступ- 
ным; оно требует только больше внимания. Этот раздел для 
преподавателя реформированной школы наиболее инте- 


ресен. 
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Иначе обстоит дело со второй частью, с „Алгеброй*. 
Хотя отнесенные сюда автором вещи принадлежат к числу 
изящных перлов математической литературы, мы считаем, 
что выбор сделан Клейном — в виду назначения этих лек. 
ций — весьма неудачно. Из обширного материала, который 
представляет алгебра для беседы с будущими учителями, 
Клейн выбрал вопросы, составлявшие, главным образом, 
предметы его собственных работ и изложенные отчасти 
в мемуаре „Сеоте{зсвез 2иг АБ2АНшпа Чег Миггеп а|ое- 
Бга1зснег в1еспипаеп“ и частью в книге „Уопезипзеп аБег 
Чаз Шозае4ег“. Что заставило Клейна сделать такой 
странный выбор? Одна из заветных идей Клейна заклю- 
чается в том, чтобы слить различные отделы математики \ 
в одно целое и чтобы геометрические представления 
уяснили аналитические теорин. Эти иден, действительно, 
находят себе замечательное осуществление в разбираемых 
автором вопросах, но они стоят чрезвычайно далеко от 
школы, и изучение их вряд ли может принести сущест- 
венную пользу будущему преподавателю. Мы полагали, 
что автор отлал здесь дань увлечению собственными 
работами. Трудно в какой бы то ни было мере связать 
этот материал с требованиями реформы, с задачами пре- 
подавания с подготовкой слушателей, но для студентов 
и математиков, которые интересуются алгеброй, эти главы 
представляют глубочайший интерес. Чтение первой главы 
хотя и потребует от хорошего студента напряжения, но 
больших затруднений не представит. Иначе обстоит дело 
со второй главой. Она требует знакомства с римановыми 
поверхностями, какого мы у студентов и даже аспирантов 
предполагать не можем. Мы сочли поэтому целесообраз- 
ным присоединить в качестве приложения к книге не- 
большую статью о римановых поверхностях, в которой 
это учение изложено в том объеме, какой необходим для 
понимания второй главы „Алгебры“. 

Но и самая руководящая нить, проникающая эту часть 
книги, может показаться недостаточно опытному читателю 
неясной. Мы сочли поэтому нужным выяснить также и 
самый ход идей Клейна в небольшом добавлении, пред- 
чосланном статье о римановых поверхностях. 

В третьей части, посвященной анализу, Клейн вновь 
возвратается к основным вопросам в трактует их в высшей 


хх ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА 


степени доступно. Это, на наш взгляд, лучшая часть сочи- 
нения. Так же как и первую часть, мы не можем не ре- 
комендовать ее всем, изучающим математику с действи- 
тельным ингересом к делу. Более того, именно этот отдел 
дает преподавателю обильный материал как в отношении 
функционального мышления, так и по вопро-у о началах 
анализа в школе, даи не только в средней школе. С этим 
отделом очень полезно будег познакомиться всякому, кто 
у нас преподает математику на рабфаках, во втузах, 
в университетах. 

Пусть некоторые части книги не ссответствуют основ- 
ной ее задаче; пусть недос:агочно согласованы различные 
ее разделы. Книга написана так, как писать умел только 
Кдейн; она, несомненно, найдет много читателей в СССР, 


ПРЕДИСЛОВИЕ АВТОРА К ПЕРВОМУ ИЗДАНИЮ. 


Настоящее литографированное издание, которое я 
предлагаю вниманию математических кругов и в 0со- 
бенности преподавателей математики в наших средних 
учебных заведениях, должно представлять собою, по 
мысли автора, первое продолжение тех лекций „о пре- 
подавании математики в средних учебных заведениях“, 
специально посвященных вопросу об „организацин мате- 
матического преподавания“, которые я выпустил в свет 
в прошлом году вместе с Р. Шиммаком !). В этой послед- 
ней книге был сделан обзор различных форм, в кото- 
рых осуществляется преподавание математики в средней 
школе; теперь было необходимо присоединить сюда 
разбор самого учебного материала. В этих лекциях 
я имел в виду представить учителю — или даже более 
зрелому студенту — содержание и обоснование областей, 
входящих в круг преподавания, принимая при этом 
во внимание фактически существующую постановку 
последнего; я старался подойти к этому с точки зрения 
современной науки в возможно простой и живой форме. 
При этом я не имел в виду дать систематическое изло- 
жение, как это делают, например, Вебер и Вельштейн; 
я хотел придать этим лекциям характер эскизов в той 
самой форме, в какую они выливались, когда я их 
действительно читал. 

На такую программу, которая в данном случае про- 
ведена пока лишь для арифметики, алгебры и анализа, 
я указывал уже в предисловии к упомянутой книге 
Клейна-Шиммака (апрель 1907 г.); я тогда надеялся, что 
Шиммак, несмотря на многие препятствия, все же 
найдет время, чтобы снова „взять на себя обработку 
моих декций для печати. Но я сам. можно сказать, поме- 
шал ему сделать это, так как постоянно пользовался 


1) Сы. вымоску па стр. 3. 


КХи: «РЫДИСЛОВИР ВТОРо 


его энергией для работы в других направлениях во инте. 
ресующим нас обоих педагогическим вопросам. Как бы 
там ни было, но вскоре выяснилось,. что выполнить 
первоначальный план в короткий срок было неосу- 
ществимо; а между тем это казалось желательным 
в интересах фактического воздействия на вопросы пре- 
подавания, стоящие теперь на первом плане. Поэтому 
я снова прибегнул, как в прежние годы, к более удоб- 
ному средству — литографированню моих лекций; 
к тому же мой теперешний ассистент Геллингер 
(Егпзё НеШпрег) оказался исключительно умелым помощ- 
ником в этом деле. : 

Я должен сказать, что работу, которая выпала на долю 
Геллингера, отнюдь не следует считать незначительной. 
Ведь от устного изложения преподавателя, обусловлен- 
ного всевозможными случайными обстоятельствами, до 
письменного изложения, в значительной мере сглажен- 
ного и обработанного, еще очень далеко. Но только 
в литографированном издании точность обработки и 
выдержанность изложения не проводятся с такою стро- 
гостью, как это считается необходимым, согласно уста- 
новившемуся обычаю, для печатных произведений. 

Я несколько боюсь определенно обещать, что за этими 
лекциями последует продолжение этого издания по во- 
просу о преподавании других отраслей математики и 
прежде всего геометрии“); я хочу только высказать 
в заключение пожелание, чтобы настоящая книга оказа- 
лась полезной тем, что побудит иного учителя нашей 
средней школы к самостоятельному размышлению о но- 
вом, более целесообразном изложении того учебного 
материала, который он преподает. Исключительно 
с такой точки зрения надо смотреть на мою 
книгу, а не считать ее готовым учебным пла- 
ном; разработку последнего я всецело пре 
доставляю тем, которые сами работают в 
школе. Если кто-нибудь предполагает, что я когда- 
либо понимал свою деятельность иначе, то это недора- 
зумение. В частности, учебный план педагогической 


1) К счастью, оказалось возможным уже в 1909 г. издать „Гео- 
иетрию" как вторую часть „Элемевтарной математики с точки зрения 
высшей“, 
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комиссии Общества германских естествонспытателей п 
врачей (так называемая „Меранская’ программа“) 1) вы- 
работан не мною, а лишь при моем участии выдающи- 
мися аа школьной математики. 

нец, относительно характера излож 
книге достаточно будет нь о я а. Г" 
прежде в подходящих случаях, старался всюду соединять 
геометрическую наглядность с той точностью, какую 
дают арнфметические формулы; я особенно старался 
проследить историю возникновения различных теорий, 
чтобы этим путем выяснить особенности различных спо- 


собов изложения, которые в со 
, временном препода 
постоянно уживаются рядом. ы ее 


Геттинген, конец июня 1908 г, 


Ф. Клайн. 


*) Сы. статью В. Кагана „О реформе премодазва! 
‚ средних учебных заведениях Ернании и ни Пн 


статья и русскому и 
ее о беадьН зданию книгы Борель-Штеккель, Элемем- 


ВВЕДЕНИЕ, 


В последние годы в среде университетских препода- 
зателей математики и естествознания стал обнаруживаться 
нитерес к вопросу о целесообразной, соответствующей 
всем потребностям подготовке кандидатов на учительские 
должности. Это явление замечается сравнительно недавно. 


До того в течение долгого периода в университетах куль- 


гивировалась исключительно высокая наука без внимания | 


‹ тому, что, собственно, нужно школе; об установлении 
вязи между университетским преподаванием и школь- 


ой математикой никто не заботился. Но к каким послед-' 


твиям привела такая практика? Вступая в высшую школу, 
юлодой студент оказывается лицом к лицу с такими 
адачами, которые совершенно не напомннают ему тото, 
1ем он до сих пор занимался; естественно, что все это 
эн быстро и основательно забывает. Когда же он закан- 
чивает университетское образование и становится препо- 
давателем, то он вынужден в качестве учителя препода- 
:агь традиционную математику; не.будучи в состоянии 
ямостоятельно связать эту задачу с тем, что он слышал 

высшей школе, он быстро усваивает старую традицию; 
ниверситетское же образование остается у него только п 


иде более или менее приятного воспоминания, не ока- . 


зывающего никакого влияния на его преподавание. 

В настоящее время возникло стремление уннчтожить 
этот двойной разрыв, который, несомненно, был одинаково 
вреден как для средней, так и для высшей школы, Именно, 
мы стараемся, с одной стороны, провести через весь ма- 
териал школьного обучения те идеи, когорые отвечают 
современному развитию науки и общей культуры (к это- 
му мы еще неоднократно будем возвращаться); с другой 
стороны, мы стараемся в университетском преподавании 
принять во внимание нужды учителей. В этом именно 
деле очень полезным средством представляются мне науч- 


1 Ф, Клейн. Элементарная математика, 
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ные обзоры, к одиому из которых мы нынче приступа“ 
Я имею, следовательно, перед собой не начинающих; 12 
против, я считаю, что всем вам общий материал важнс.: 
ших математических дисциплин хорошо знаком. М'» 
придется неоднократно говорить о задачах алгебры, т. 
рин чисел, теорин функций, не входя в детали. Вы до, 
жны быть со всеми этими вещами до некоторой степен 
знакомы. Моя задача будет постоянно заключаться в том 
чтобы выдвигать взаимную связь между вопросами с! 
дельных дисциплин, которая часто скрадывается в спе- 
циальных курсах, — чтобы указывать их отношение к вол- 
росам школьной математики. Я полагаю, что этим путс? 
мне удастся значительно облегчить вам достижение той 
цели, которую вы должны иметь в виду при изучерле 
математики в высшей школе: чтобы позже в ваше у 
собственном преподавании вы сохраниси 
живую связь с той наукой, которая вам здесь 
преподносится в изобилии. 

Позвольте прежде всего представнть вам некото". 
документы, относящиеся к последнему времени и сву- 
детельствующие о том интересе, который в широких ку 
гах вызывает вопрос о подготовке учителей; эти доку 
менты должны составить и для вас ценный материзл, 
В частности эти вопросы очень занимали также последний 
съезд естествоиспытателей в Дрездене, состоявшийся = 
сентябре 1907 г., на котором мы, согласно представлен!“ 
педагогической комиссии, приняли „предложения относи 
тельно научной подготовки преподавателей математики + 
естествознания“. Эти предложения вы можете найти ›- 
посдедней главе общего доклада комиссии 1), которая с 
1904 г. занималась разработкой всего комплекса вопро 
сов обучения математике и естествознанию, а в настоя- 
щее время закончила свою деятельность. Я’ настойчиво 
прошу вас ознакомиться как с этими предложениями, так 
и с другими частями этого в высшей степени интерес- 
ного доклада. 

В качестве введения в настоящий курс я хочу сделать 
вам некоторые более специальные указания, именно, я 


1) Ге Тавекей Чег ОтцегиеВ5Коптлыззю Чег СезеЙзснаЙ Чешзсве’ 
а цл@ Аегде, №г58. уоп А. Си{2шег (Терае ппа Вст. 
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хотел ‘обратить ваше внимание на некоторые полезные ' 
для вас сочинения. Три года назад я читал лекции, 


преследовавшие такую же цель, каки | 
Мой тегдашний ассистент Р. Шиммак СЫ 
работая эти лекции так, что первая часть их недавн. 
появилась в печати 1). В этом сочинении идет. речь © 
различного рода школах, включая и высшие школы, ‘об. 
общем ходе школьного преподавания в них, о взаимной 
связи между этими школами. Ниже, при случае, мне при- 
дется и здесь указывать на изложенные в этом сочине- 
пин вопросы, не повторяя их; но тем подробнее я буду 
здесь, как бы в виде продолжения того же изложени: 
останавливаться на том, что относится собственно к ма. 
тематике н что имеет то или иное отношение к препо: 
даванию. Касаясь часто преподавательской практики, 
я основываюсь при этом не на одних только расплы- 
вчатых соображениях о том, как это дело могло бы` 
обстоять, или же на собственных старых школьных 
воспоминаниях; напротив, я нахожусь в постоянном об. 
щении с Шиммаком, который в настоящее время препо: 
дает здесь в одной гимназни и постоянно осведомляет 
меня о настоящем положении преподавания, несомненно’ 
ушедшем далеко вперед по сравнению с прошлым. В на. ' 
стоящем семестре я намерен изложить „три великие А“, 
арифметику, алгебру и анализ; продолжение же’ 
этого курса в следующем семестре будет посвящено гео. ' 
метрин. Замечу кстати, что в высших учебных заведениях 
эти три отдела нередко именуются общим названием 
арифметикн; да и вообще мы не раз встретимся 
с Уклонением терминологии, принятой в школе, от’ 
той, которая царит в высшем учебном заведении, Только 
живое общение, как вы видите на этом незначитель- 
ном простом примере, может привести ко взаимному 
пониманию. - : 

Во вторую очередь, обращу ваше внимание на 0б- 
ширное сочинение, которое в общем преследует те же 


ы] 


1) Р К!е!л, Уогнёие Бег 4ен тмаетаНасней (лег! вофе- 
геп Бсвеп. ВеагЬене{ уса В. Зе В! м маск. Тей 1: ава Откава 
Вот 4е$ та{Ветавсвей ИУщенкыь. Гери 1907. Ниже’ это сочивение 
мы будем цитировать под названием „Кеш Зепнитаска, | 
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цели, какие имею и я в виду; это — „Энциклопедия эле- 
ментарной математнки“ Вебера и Вельштейна *). 

В настоящем семестре нам придется иметь дело с | 
томом —с „Энциклопедией элементарной алгебры" Вебера. 
Укажу сейчас же на некоторое различне между этнм 
сочинением и планом настоящего курса. У Вебера и 
Вельштейна вся система элементарной математики снсте- 
матически и логически развивается на зрелом математи- 
ческом языке, доступном студенту, далеко подвинувше- 
муся в своих занятиях. О том, в каком собственно виде 
этот материал должен фигурировать в школе, здесь во- 
все инет речи. Между тем изложение в школе, выра- 
жаясь образно, должно быть психологическим а не 
систематическим, Учитель должен быть, так сказать, 
дипломатом; он должен учитывать и душевные движения 
юноши, он должен уметь возбудить его интерес, а это 
будет ему удаваться только тогда, если он будет изла- 
гать вещи в наглядной, доступной форме. Лишь в стар- 
ших классах возможно также и более абстрактное изло- 
женне, 

Приведем пример. Ребенок никогда не поймет, если 
мы будем вводить числа аксноматически, как объекты, 
не имеющие никакого содержания, над которыми мы 
оперируем по формальным правилам, установленным 
вашими собственными соглашениями. Напротив, он соеди- 
няет с числами реальное представление; они яв- 
ляются для него нечем иным, как количествами орехов, 
яблок и тому подобных хороших вещей; только в этой фор- 
ме эти вещи можно передавать в начальном обучении, толь- 
ко в этой форме их и будут в действительности передавать 
детям. Но и вообще, во всем ходе обучения математике, да- 
же в высшей школе, необходимо всегда указывать на связь 


' между этой наукой и теми интересами, которые занимают 


1) Н. \\МеБег чая 2, Усе зс1и, Епсуорае Чег Еютепаг- 
таешайк том | вышел в русском переводе под редакцией В, Ф. Ка- 
гана, изд. „Ма\Вез!5“; в трех изааниях (последнее в 1912 г.) Госул. 
издательством была выпущена в свет часть ПШ тома. („Арифме- 
тик" 

п смерти обонх авторов сочинение в оригинале вышло в спет 
4-м изданием глубоко переработанное Эпштейном (Р. Ермеш) 


м, приложение 1, Сочинение цитируется как Вебе р-Вельшт р `Е 
д. 
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учашегося в повселневной жизни 1). Это именно имеют 
в виду новые тенденции, стремящиеся поднять приклад- 
пую математику в университете. Впрочем, в школе этим 
требованием никогда не пренебрегали в такой мере, как 
в университете. Эти психологические моменты я и наме- 
рен особенно подчеркнуть в своих лекциях. Другое раз- 
личие между книгой Вебера н Вельштейна и моей точ- 
кой зрения заключается в разграничении материала 
школьной математики. В этом отношении Вебер и Вель- 
штейн настроены „консервативно“, я же — „прогрессивно“. 
Этн вопросы подробно разобраны в книге Клейн-Шим- 
мак. Мы, которых называют теперь реформаторамк, 
стремимся положить в основу преподавания понятие 
о функции, ибо это есть то понятие, которое в течение 
последних 200 лет запяло центральное место всюду, где 
только мы встречаем математическую мысль. Это понятие 
мы желаем выработать при преподавании столь рано, как 
это только возможно, постоянно применяя графический 
метод изображения каждого закона системой х—уУ-ков, 
которая теперь употребляется при всяком практическом 
применении математики. Чтобы слелать возможным это 
нововведение, мы готовы отказаться от многих частей 
материала, входящего в состав действующих программ, 
этн вопросы, несомненно, ннтересны сами по себе; но 
по общему своему значению.и по связи со всей совре- 
менной культурой они представляются менее существен- 
нымн. Сильное развитие пространственных 
представлений должно при этом играть первенствую- 
шую роль. Обучение в школе должно проникнуть вверх, 
в область начал исчисления бесконечно-ма- 
лых в такой мере, чтобы молодой человек выходил ухе 
из средней школы во всеоружии того математического 
матернала, без которого булущий естествоиспытатель или 
страховой деятель совершенно не в состоянии обойтись, 
В противоположность этим сравннтельно современным 
идеям, Вебер и Вельш'!ейн по существу держатся старого 
разграничения матернала. В настоящих лекциях я имею, 


1) Эту связь пеобходимо, конечно, ярко проводить в преподавании 
не только для вящего его нитереса, ав силу того, что именно дая отобра- 
жения дейст”ительных соотношений межау вещами и объектами ловсе- 
дисвпой жизии, естествознания и техники эти понятия возникяи. Ред. 
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конечно, целью пропагандировать те идеи, которых я при- 
‘держиваюсь. 
‚ Наконец, в третью очередь, я хочу указать вам еще 
одну весьма любопытную книгу, принадлежащую М. Си- 
мону, работающему как и Вебер и Вельштейн, в Страс- 
бурге, Именно: „Дидактика и методика счета и матема- 
тики“; новое издание этой книги только что РЫшдо в 
свет 1). Во многих вопросах Симон соглашается с нашими 
‘тенденциями, но во многом он с нами решительно рас- 
ходится, Так как это— личность с ярко выраженным субъ- 
ективизмом и с горячим темпераментом, то ‘именно этим 
разногласиям он нередко дает острое выражение. Приве- 
дем пример. Предложения педагогической комиссии 
съезда естествоиспытателей настаивают на одном часе 
геометрической пропедевтики уже во втором классе, ме- 
жду` тем как в настоящее время геометрия начинается 
только в третьем классе. Вопрос о том, какая собственно 
система предпочтительнее, дебатируется очень давно, да 
и в самой школьной практике та и другая система уже 
не раз сменяли друг друга. Мы имеем пред собой, таким 
образом, вопрос, о котором, во всяком случае, можно 
спорить. Между тем Симон категорически заявляет, что 
позиция, которую комиссия заняла в этом вопросе, „хуже, 
чем преступленне“, и, главное, этого своего утверждения 
он не обосновывает ни единым словом. Таких мест можно 
было’ бы указать еще много. В качестве предшествен- 
ницы названного сочинения укажу еще книгу того же 
автора — „Методнка элементарной арифметики в связи с 
алгебранческим анализом ?). 

После этого короткого введения обратимся к главному 
предмету наших занятий. 


- №) Мах $! топ, Р4акик ипа Мешок Чез Кесвлепз ия ег `Ма- 
(петайкК, 2 АиНаре, Маленеп 1903. Зоп4егаизрабе аиз Нацтевегз На- 
п@Бисц @ег Егдейатяз ива Ошегисвиенге 1аг пбнеге Зеншей. 

#) М: $1 поп Мешок Чег е!ететагеп Ашьтецк ш Уступанар 
ми а!рергавенег Апа!уз 8, Герая 1906, 
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АРИФМЕТИКА. 


1. ДЕЙСТВИЯ НАД НАТУРАЛЬНЫМИ ЧИСЛАМИ. 


Естественно, что мы начнем прежде всего с основного 
вопроса всей арифметики, т. е. с действий над целыми 
положительными числами, Здесь, как и во всем своем 
изложении, я намерен прежде всего поставить вопрос о 
том, как этот предмет трактуется в школе, а затем уже 
займусь исследованием того, что он, собственно, в себе 
содержит с более глубокой точки зрения. 


1. Введение чисел в школе, 


Я ограничусь здесь краткими указаниями, так как вы 
несомненно, еще помните, как вы сами учились этим ве- 
щам в школе, Я конечно, отнюдь не имею в виду дей- 
ствительно ввести вас в практику школьного обучения, как 
это делается на семинарских завятиях в средне-учебных за- 
ведениях. Я только приведу материал, который поможет 
нам ориентироваться в наших критических рассужденнях. 

Ознакомить детей с учением о целых числах, приспо- 
собляясь к их пониманию, научить их действиям над 
ними так, чтобы они этим предметом вполне овладели, — 
в высшей степени трудно и требует многолетних усилий, 
начиная с первого года обучення вплоть до третьего 
класса гимназни. Тот способ изложения этих начал, ко- 
торый в настоящее время господствует почти во всех 
наших школах, можно лучше всего характеризовать сло-, 
вамн „наглядно“ и „генетически“. Это значит, что весь ' 
материал разрабатывается постепенно с самого начала на 
почве хорошо известных, наглядных представлений. В 
этом заключается коренное отличие от логического и 
систематического метода обучения, который прак- 
тикуется в высшей школе. Весь материал расчленяется 
приблизительно следующим образом (в точности, конеч- 
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. 
но, этого указать невсзможно); Весь первый год обуче- 
ния посвящается счету в пределах первых двух де- 
сятков, а, примерно, первое полугодие — даже счету в 
пределах одного десятка, Числа вводятся как число- 
вые образы, составленные из точек, иди как количе- 
ства всевозможных доступных детям предметов. Сло- 
жение и умножение объясняется детям и усваивается ими 
па наглядных пред тавлениях. На второй ступени 
разрабатывается числовая область от единицы до ста; 
в этот период обучения, а зачастую еще и раньше, вво- 
дятся арабские пифры, выясняется значение места, зани- 
маемого цифрой в числе, и вооэще вводится. десятичная 
система. Хочу здесь попутно указать, что установившееся 
название „арабские цифры“, как и многое в обычной 
терминологии, исторически неправильно. Эта си- 
стема счисления в действительности ведет начало от ин- 
дусов, а не от арабов. Следующая важная задача, отно- 
сящаяся к этой ступени обучения, есть разучивание таб- 
лицы умножения. Сколько составит 5 Х 3 или Зх 8, 
нужно всегла помнить наизусть, а поэтому и заставляют 
детей выучить табличку наизусть, конечно, выяснив им 
ее предварительно на наглядных примерах. Для этого 
служит, главным образом, „счетная машина“, обычно назы- 
ваемая счетами. Она состоит из десяти параллельно 
укрепленных проволок, по которым свободно передвигают- 
ся по десять шариков на каждой. Отбрасывая надлежа- 
щим образом шарики, мы можем прочесть на доске ре- 
зультат умножения, написанный уже в десятичной форме. 

Третий год обучения посвящает. я действиям над 
многозначными числами по известным простым 
правилам, справедливость которых детям обыкновенно 
ясна или, по крайней мере, должна была бы быть ясна 
Правда, этой ясности еще обыкновенно недостаточно для 
того, чтобы ученик вполне усвоил правило, и учитель 
нередко апеллнрует к авторитету очень действительного 
средства: „так оно есть, и, если ты этого не будешь 
знать, то тебе придется плохо!". 

Я хочу здесь подчеркнуть еще одну сторону всего 
этого обучения, ибо этой стороной дела обыкновенно 
пренебрегают в высшей школе; именно, с самого начала 
уделяется особевное внимание приложениям счета 
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к потребностям практической жизни. Числа 
с самого начала приводятся на конкретных примерах 
практической жизни; ученик очень скоро начинает считать 
монетами, мерами, весами, и вопросом, столь важным в 
повседневной жизни,—„что стоит?“— начинается обыкно- 
венно большая часть наших школьных задач. Огсюда 
преподаватель постепенно восходит к таким задачам (к 
так называемым „скрытым“ задачам), в которых ход вы- 
чнсления предполагает уже некоторое самостоятельное 
рассуждение; это приводит к задачам на пропорцио- 
нальное деление, смешение, К словам „наглядно“ 
И „генетически“, которыми мы старалнсь выше охаракте- 
ризовать школьное обучение, мы моглн бы присоединить, 
в качестве третьей характеристики, „практические прило- 
жения“. 

Если бы мы, наконец, еще хотели охарактеризовать 
в немногих словах и цель обучения арифметике, 
то мы должны были бы сказать следующее: она заклю-. 
чается в том, чтобы приучить детей уверен- 
но владеть арифметическими действиями, 
пользуясь при этом различными параллель- 
но развивающимися душевными свойствами, 
к которым приходится апеллировать, но не 
настаивая глубоко на логичной концепции, 
связывающей этот ма: ериал. 

Упомяну здесь кстати о некоторой вражде, играющей 
для школы нередко фатальную роль, — именно, о вражде 
между преподавателями, получившими образование в учи- 
тельских семинариях, и преполавателями, вышедшими из 
высших учебных заведений 1). Начиная с третьего класса, 
на место преподавателя, получившего образование в се- 
минарии, вступает лицо с высшим образованием. Вслед- 
ствие этого в ходе обучения часто происходит разрыв, 
достойный всякого сожаления. Бедные дети часто бывают 
вынуждены внезапно оперировать совершенно другими 
выражениями, нежели те, к которым они до того при-- 
выкли и над которыми теперь даже издеваются. Неболь- 
шим примером является, скажем, различие в знаках умно- 


7, Мы имеем в виду семичарии для нолготозления начазьных учи- 
телей; это не ‹тнаситея к семинарс-им зачятням при средне-учебных 
заведениях, о которых мы упоминали выше, 
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жения: крест, который предпочитает начальный учитель, 
и точка, которой охотнее пользуются академисты. Это 
враждебное отношение можно изгладить только таким 
путем, что преподаватели, идущие из высшей школы, от- 
несутся с большим вниманием к своим коллегам из семи- 
нарии и будут стараться сойтись с ними. Это вам легко 
удастся выполнить, если вы всегда будете помнить, с ка- 
ким уважением вы должны относиться к народному учи- 
телю. Подумайте только, какую нужно выработать в себе 
методическую выдержку, чтобы постоянно обучать ариф- 
метике сотни тысяч неразумных мальчишек, не принося- 
щих в школу никакой предварительной подготовки. Попы- 
тайтесь это сделать и вы убедитесь, что вся ваша академи- 
ческая подготовка принесет вам здесь мало пользы, 

Однако после этого краткого отступления возвратимся 
к школьному преподаванию. В третьем и, в особенности, 
в четвертом классе обучение счету постепенно принимает 
уже благородное облачение математики, что характе- 
ризуется прежде всего переходом к буквенному ис- 
числению. Буквами а, 6, с нли х, у, г обозначают ка- 
кие-нибудь числа, хотя первоначально все же целые по- 
ложительные; над этими числовыми понятиями, изобра- 
жаемыми буквами, производят действия, исходя из кон- 
кретного, наглядного содержания, которое присваивается’ 
числам. Это представляет уже такой шаг вперед в деле 
абстракции, что математика собственно и на- 
чинается с действий над буквами. Конечно, пё- 
реход не должен совершаться в школе внезапно; напро- 
тив, нужно приучать юношу к абстракции постепенно. 

Но уже здесь в деле обучения становится совершен- 
но необходимым, чтобы сам преподаватель был хорошо 
знаком с логическими законамн и основами 
счета итеории целых чисел, хотя бы ему, есте- 
ственно, и не приходилось непосредственно сообщать их 
ученикам. Займемся, поэтому, теперь несколько по- 
дробнее основными законами счета. 


2. Основные законы арифметических дейетвий. 


В ходе исторического развитня, конечно, долго 
складывали и умножали, не отдавая себе отчета в тех 
законах, которым следуют эти операции. Лишь в 20-х и 
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30-х ‘годах предыдущего’ столетия; главным образом, 
французские и английские математики выяснили основ- 
ные свойства этих операций. Кто хочет ознакомиться с ис- 
торией этого вопроса подробнее, тому я могу рекомендо- 
вать ‘здесь, как буду это делать неоднократно ниже, 
большую „Энциклопедию математических наук“ 1), а так- 
же ее французское издание, отчасти носящее характер 
второго переработанного издания ?). Эта „Энциклопедия“ 
должна была бы найти себе место во всякой школьной 
библиотеке, потому что она дает возможность всякому 
математику, учителю в том числе, ориентироваться в. лю- 
бом интересующем его вопросе. К тому предмету, ‘кото- 
рым мы теперь занимаемся, относится первая статья 
| тома?) „Основы арифметики“ Шуберта“), француз: 
ское издание которого переработано Ж. Таннери и 
Ж. Мольком. 

Возвращаясь к нашей теме, я имею в виду теперь 
действительно перечислить те пять основных зако: 
нов, к которым приводится сложение: 

1) а+6 всегда представляет собою число 
иначе говоря, действие сложения всегда без 
всяких исключений выполнимо (в противопо- 
ложность вычитанию, которое в области положительных 
чисел не всегда выполняется); 

2) сумма а--ф всегда однозначна; 

3) имеет место сочетательный, или ассо- 
циативный закон: (а--6)--с=а-+(5-- с), так что 
скобки. можно и вовсе опустить; 

4) имеет место переместительный, нли ком- 
мутативный закон: а-- в =б-На. 


о О, теиьпег ЕпсукКора4е 4ег та!етаНзсНеп \МззепзсНнаНей 
мН Ес изз [агег Апмуепаиосеп, Герая 1898 г.; томы Г Ци У 
вышли в свет полностью, остальные томы заканчиваются изданием. 

*) ЕпсуКюрёе 4ез $<!епсез манёта!иез ригез её аррИивев. 
Рапз (Оаийнег-УШагз) м 1е!рие (ТеиБпег) 1904 +.; т. | вышел в свет. Со 
смертью Молька и в связи с мировой войной французское издание 
в 1914 г, прекратилось. я 

*) Г том посвящен арифметике и алгеб и выпущен под редак- 
цией В. Ф. Мейера (\. Рг. Меуег, 1896 то гы фражоской 
издании [| том редактировал Ж. Мольк (7. Мок). 

&) М. ЗсвиБегЬ Огипаавет 4ег Агивтецк, у 
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5) имеет место закон монотонности: еслн 
с, та в >а-е. 

Эти свойства понятны без дальнейших пояснений, если 
мы имеем перед глазами наглядное представленне о числе 
как о. количестве. Но они должны быть выражены строго 
формально, чтобы на них можно было основать даль- 
чейшее развитие теории строго логически. ® 

Что касается умножения, то здесь действует, преж те все- 
го; пять законов, аналогичных только что перечисленным: 

‚.1).@. 0. всегда есть чисио; 

2) произведение а. 6 однозначно; 

3) закон сочетательностн: а. (6. с) = (а. 6). == 
=. 0.с; 

` 4) закон переместительности; а: = 6. а; 

5) зако! монотонности: если 6 > с, тоя 6`>а. с. 
. Наконец, связь сложения с умножением уста- 
навливается шестым законом: 

6) закон распределительности, или дист- 
рибутивности: 

а. (6+ д=а.6--а.е. 


Что все вычисления опираются исключительно на эти 
11 законов, можно себе легко уяснить. Я ограничусь 
простым примером, скажем, умножением числа 7 на 12; 
согласно закону распределительности, 


7.12 =7.(10-2)=70 -- 14; 


далее, если мы разобъем 14 на 10--4 (чтобы вывестн 
„перенесение десятков“), то, опираясь на закон сочета- 


тельный, имеем: 
70 + (10 -- 4) == (70+ 10) + 4 = 80-4 = 84. 


В этом коротком рассуждении вы, конечно, узнаете 
отдельные шаги, которые мы производим при вычисле- 
ниях в десятичной системе. Предоставляю вам самим ра- 
зобрать примеры посложнее. Мы здесь выскажем только 
сводный результат: наши цифровые вычисления заклю- 
чаются в повторном применении перечисленных выше 
одиннадцати основных положений, а также в применении 
заученных наизусть результлтов действий над простыми 
единицами (таблица сложения и таблица умножения). 
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Однако, где, же находят себе применение законы 
монотонности? В обыкновенных, формальных вычис- 
лениях мы на них действительно не опираемся, но они 
оказываются необходимыми в задачах несколько иного 
рода. Напомню вам здесь о переделке, которую в деся- 
тичном счете называют сокращенным умноженнем 
и делением. Это прием величайшей практической важно- 
сти, который, к сожалению, в школе и среди с'’удентов 
делеко еще недостаточно изв-стен, хотя при случае о 
нем говорят уже во втором классе; я здесь ограничусь 
только примером. Положим, что нам нужно помножить 
567 на 134, причем в этих числах простые единицы уста- 
новлены, — скажем, посредством физических измерений, — 
лишь весьма неточно. В таком случае было бы совер- 
шенно бесполезно вычислять произведение с полною 
точностью, так как таковое все равно не гарантирует 
нам точного значения интересующего нас числа. Но что 
нам действительно важно — это знать порядок велни- 
чины пролзведения, т. е. определить, в пределах какого 
числа десятков или сотен число заключается. Но эту 
оценку закон монотонности действительно дает вам не- 
посредственно, ибо из него вытекает, что искомое число 
содержится между 560 . 134 и 570. 134 или между 560 . 130 
и 570.140. Дальнейшее развитие этих соображений 
я опять-таки предоставляю вам самнм. Во всяком слу- 
чае, вы видите, что при „сокращенных вычисле- 
ниях“ приходится постоянно пользоваться 
законами монотонности. 

Что касается действительного применения всех этих 
вещей в школьном преподавании, то о систематическом 
изложенни всех этих основных законов сложения и умно- 
жения не может быть и речи. Учитель может остано- 
ВИТЬСя ТОЛЬКО на законах сочетательном, переместитель- 
ном и распределительном, н то только при переходе 
= буквенным вычислениям, эвристически выводя их из 
простых и ясных числениых примеров. 


3. Логическне основы теории целых чисел, 


Если в деле школьного преподавания мы, естественно, 
еще менее можем дойти до постановки. более трудных 
вопросов, то в современном математическом 
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исследовании серьезные вопросы здесь, ‹ собственно, 
и возникают: как обосновать эти законы, как 
обосновать понятие о числе? Здесь я намерен 
ориентировать вас в этом вопросе, оставаясь верным 
цели настоящего сочинения — осветить материал шжоль-. 
ного преподавания с высшей точки зрения, и я делаю 
это тем охотнее, что эти современные идеи и помимо 
того проникают к вам со всех сторон в течение ваших 
академических занятий, между тем как психологическая 
сторона этого дела обычно не оговаривается в той мере, 
в какой это необходимо, { 

Что касается, прежде всего, самого понятия ©. чи- 
сле, то корни его в высшей степени трудно -вскрыть, 
Легче всего дышится, быть может, тогда, когда ре- 
шаешься вовсе оставить в стороне эти трудные вещи. 
За более подробными указаниями относительно этих 
вопросов, очень усердно дебатируемых философами, вы 
вновь должны обратиться к приведенной выше статье 
французской эпциклопедии; здесь же я ограничусь немно- 
гими замечаниями. Очень распространена точка зрения, 
что понятие о числе тесно связано с понятием о по- 
следовательности во времени. Из представителей этого 
воззрения назову из философов Канта, из математиков — 
Гамильтона. Другие, напротив, полагают, что понятие 6 
числе стоит ближе к пространственным представлениям; 
они сводят понятие о числе к одновременному созерца- 
нию различных предметов, находящихся в пространстве 
друг подяе друга. Наконец, третье направление усмат- 
ривает в представлении о числе выражение особой спо. 
собности нашего духа, независимо стоящей рядом с на- 
шимн представлениями о пространстве и времени, а мо-. 
жет. быть, и выше их. Я полагаю, что эта точка зрения 
хорошо выражается цитатой из „Фауста“, которую Г. Мин- 
ковский{) праводит относительно чисел в сообщении с 
новом его сочиненни „Диофантовы приближения“: . 


„@бшеп {Нгопеп Шег п Ешзатке!, 
Пя 5е Кеш Он, посН мешшиег еше 2е\“ 


1) Н. М!акомзку, ОюрвапИзсНе АрргохитаНюпеп. 


(„Там царят в уединении богини, вокруг них нет ни места, нет. 


ви времени“), 


т 


НИНЫ 
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Если в этой задаче мы имеем дело более: с‘ вопро- 
сами теории познания и психологии, то в проблеме об; 
обосновании наших одиннадцати законов мы стонм суще- 
ственно перед вопросом логики. ' т _ 

Мы здесь будем различать четыре точки зрения; 

1. Первая точка зрения, представителем которой я 
могу назвать Канта, смотрит на правила действий, как 
на непосредственный результат воззрения (Апзсваципе), 
причем это слово в наиболее широком его значении 
нужно понимать, как „внутреннее воззрение“, или ин- 
тунцию. Впрочем, этот взгляд отнюдь не сводится 
к тому, что вся математика опирается на эксперимен-' 
тально ОИ ручыыЕ факты грубого внешнего опыта. 
Приведем простой пример. Закон переместительный до- 
казывается ссылкой на приведенную здесь фигуру (фиг. 1), 
в которой соединены две группы по три точки в каждой, 
причем мы видим, что совокупность их распа- 
дается также на три группы по две точки в ®®®. 
каждой: 2.3=3.2. Если на это, однако, возра- ® ®® 
жают, что при сколько-нибудь значительных Фиг. 1. 
числах это непосредственное воззрение уже 
не приводит к сознанию справедливости высказанной 
истины, то приходится прибегнуть к закону совер- 
шенной индукции: если некоторое предло-` 
жение справедливо для небольших чисел, 
и если сверх того оно остается справедли- 
вым для числа п -- 1 всякий раз. как оно спра- 
ведливо для числа пл, то оно справедливо во- 
обще для всякого числа. Это предложение, имею- 
‘цее, по моему мнению, интуитивное происхождение, дей- 
ствительно всегда помогает нам выйти за те пределы, 
г которые нас необходимо ставит конкретное воззрение, 
На этой приблизительно точке зрения стсит также и 
Пуанкаре в своих известных илософских сочинениях. 

Если мы хотим уяснить себе значение этого вопроса: 
об обосновании одиннадцати основных законов счета, то 
ч= должны принять в соображение, что, совместно с 
рифметикой, на них, в конечном счете, покоится и вся 
математика. Мы не впадем поэтому в преувеличение, 
°сли скажем, что, согласно выясненной сенчас точке. 
зрения, достоверность всего здания матема- 
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тики, в конечном счете, опнр'&'ется на воззре- 
ние (интуицию), в самом обычном смысле этого слова, 

2. Во вторую очередь мы прнведем некоторую мо- 
дификацию первой точки зрения. Она заклю- 
чается в том, что пытаются расчленить эти основные 
законы на значительно более мелкие ступени, так что на 
непосредственном воззрении приходится основать только 
немногие простейшие случаи, из которых можно вывести 
остальные уже чисто логически, не прибегая вновь к 
воззрению. В то время как обычно чисто логические 
операции применяются лишь после установления назван- 
ных одиннадцати законов, здегь оказывается возможным 
воспользоваться ими раньше, именно после взедения 
упомятутых более простых предложений. Граница, 
отделяющая воззренне от логики, отодви- 
гается, и притом в пользу последней. Эту 
точку зрения впервые провел Герман Грассман в своем 
„Учебнике арифметикн“1), выпущенном в 1861 г. 

В качестве примера я укажу, что закон перемести- 
тельностн с помощью совершенной индукции может 
быть выведен из закона сочетательности. После книгн 
Грассмана сл дует указать сочинение итальянского уче- 
ного Пеано?) (Реапо) „Начала арифметики, изложенные 
вовым методом“. Однако не думайте по этому заголовку, 
что книга написана по-латынн. Напротив, она написана 
на собств“нном символическом языке автора, который 
имеет целью выделить каждый шаг могического доказа- 
тельства. Пеано имеет в виду таким образом достигнуть 
гарантий, что он действительно опирается нсключительно 
на те положения, которые он предварительно прннял, и 
не пользуется никаким другим интуитнвным материалом. 
Он хочет избежать опасности, которую необходимо вно: 
сит обыкновенный язык своими бесконтрольными ассо- 


1) Н. Сгаззтаоп, Геыфисп 4ег АНШшшейк и Вов-ге еНтап- 
зацеп, Вей 1861, Важнейшие главы отиечатаны в подиом собрании 
магем тических и физических сочиненай Г, Грасемана, Н. Огаз $- 
тано$ резапитеНе ташетайсве ип@ рпузкацзсНе \УУегкеп (Вегацз- 
вереь, у. Е, Епре!), Ва. Ц, 1 (Герав 1904), рр. 295 — 349, 

2) Реапо, АгиНетецсае рипсциа поуа шешо4е ехрозИа, Априз(ае 
Таиипогит, Топпо 1889. Заметим, что автор развил идею, изложенную 
в-указанном выше сочинении, в ногой книге „Аптейса зепега!е в. 
а1бебта еетет(агс” (1902), нааисанной в идеографической си теме, 


омеьчыы 


ВНЕ 
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циациями идей и воспоминаниями о наглядных образах. 
Должен сказать вам к тому же, что Пеано является 
главой целой школы, очець ‘обширной в Италии, кото- 
рая таким же образом рас\теняет предпосылки каждой 
отдельной математической дисциплины и старается по- 
средством идеографии (по-немецки ВевиИзспиИ, писание 
понятиями) исследовать ее логические концепции 1). 

3. Мы переходим теперь к современному развитию 
этих идей, которое, впрочем, оказало уже свое влия- 
ние и на Пеано. Я разумею ту обработку учения о чис- 
ле, которая клалет в основу понятие о совокупности, 
или множестве. Общую идею о множестве — вы со- 
ставите себе представление о шнроком объеме этого 
понятия, если я скажу вам, что совокупность всех це- 
лых чисел, с одной стороны, и совокупность всех то- 
чек отрезка, с другой стороны, представляют собой 
частные примеры множеств — эту общую ндею впервые 
слелал предметом систематического математического 
исследования Георг Кантор (С. Кап!юг). профессор в Галле; 
созданное им учение о совокупностях, или множе- 
ствах (Мепретенге), в настоящее время значительно 
занингересовало молодое поколение математиков. |1озже 
я еще попытаюсь дать вам возможность заглянуть в эту 
теорию; злесь же я ограничусь следующей краткой ха: 
рактеристикой этой новой системы арифметики: эта 
снстема старается свести свойства целых 
чисел и относящихся к ним операций к об- 
щим свойствам множеств и связанных 
с ними абстрактных соотношений; эгим име- 
ется в виду достигнуть возможно более глубокого и 
общего обоснования теории целых чисел. В качестве 


1) Нанболее яркое выражение это наппа"л ние голучило в обшир- 
ном сочинении Уайтледа и Рессели А. \Ув(енеа@ липа В. Виззе! 
Рипсича Ман. шайса в трех томах, первое излание ко'ор’ го было за- 
кончено в 1913 г. Все сочинение написано в иде „рафии и охватывает 
м.тематичесьую логику, арифметику, алгьбру и геом: трню Изучение 
этого сочинения и иримькающей к нему ‘литеруры предст. вляет 
большие затруднения. Но пюмимо этого путь, но к торому пошли эти 
авторы, не м. жет привести к преозолению тех сложных логических 
ватрулнений, в которые уперлись нанбодее глубокне попытки обосно- 
вания самых исходных начал арифметики и ‹е методов (в частности и 
закона сокершенной индукции). Ред. 


2 Ф. Клейн. Элементарная математика. 
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пионера этого направления я должен указать еще Р. Деде- 
кинда (К. едекта), который в своей небольшой, но 
весьма содержательной книжке „Что такое числа н ка- 
ково их значение“? 1) впервые дал такое обоснование 
учения о целых числах. К этой точке зрения по суще: 
ству примыкает и Г. Вебер (Н. \МеБег) в первой главе 
первого тома „Энциклопедии элементарной математики“. 
Однако оказывается, что развитие теории становится 
при этом настолько отвлеченным и мало доступным, что 
в приложении к третьему тому того же сочинения автор 
был вынужден дать более элементарное изложенне того же 
предмета, оперирующее исключительно над конечными 
множествами. На это приложение я настойчиво обращак 
внимание всех, кто интересуется этим предметом. 

4. Наконец, в заключение, я хочу привести еще чистс 
формальную теорию числа, которая восходит еще до 
Лейбница и которая в последнее время особенно вы. 
двинута Гильбертом. К арифметике относится в этом 
смысле его доклад на Ш международном математическом 
конгрессе в Гейдельберге „Об основах логики и ариф: 
метики“ 3), Исходная точка здесь заключается в следующем 
Если мы уже располагаем одиннадцатью законамн счета 
то мы можем вести счет в буквах а,6,с, выражающих 
любые числа, совершенно не считаясь с тем значением, 
которое таковые имеют как числа. Или яснее: пусть 
а, 6, с... будут вещи без всякого значения, вернее 
вещи, о значении которых нам ничего не известно. Положим 
также, что нам все же известно, что ‘над ними можи. 
производить операции согласно перечисленным одиннад 
цати основным положениям, хотя бы эти операции не 
имели какого-либо известного нам содержания; тогдз 
мы можем оперировать над этими объектами совершеннс 
так же, как и над обыкновенными числами; но при этом 
возникает только вопрос, не могут ли эти операции 
когда-либо привести к противоречию. Есль 
обыкновенно говорят, что опыт обнаруживает существо 


1) К. РедекК!т4, \аз вш@ ип аз эоНеп &е 2аМел, Вгаип- 
зе плуе!я, 1888. 

?) р. НИБегь ОеБет а Сим Фаден 4ег Год и. Аттецк. Уег. 
вап реп 4ез ПП П(егпайолаеп Машфетанкег-Копотеззез {п Неа 
Бет уоп 8 Ыз 13 АивизТ 1904 (1.ерай 1905), рр. 174 И. 
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вание чисел, для которых перечисленные правила имею“ 
место, и что в этих правилах, следовательно, нет противо- 
речия, то теперь, когда мы отказываемся от реального зна- 

чения этих символов, такого рода ссылка на наглядное 
представление уже не допустима. Вместе с тем возникает 
совершенно новая задача—доказать чисто логически, что 
при любых операциях над нашими символами согласно 

перечисленным одиннадцати основным законам мы нн. 

когда не придем к противоречию, т. е. упомянутые один- 

надцать законов логически совместны (сопз15еп®). Если 

мы вначале, при изложении первой точки зрения, ска. 

зали, что достоверность математики покоится на суще-, 
ствовании наглядных объектов, для которых имеют 

место ее законы, то представитель настоящей формаль- 

ной точки зрения усматривает достоверность матема- 

тнки в том, что основные ее законы, с чисто формаль- 

ной точки зрения, независнмо от их наглядного содер-' 
жания, представляют логически цельную систему, не 

содержащую противоречня. 

Для выяснения и оценки этой новой точки зрения я 
лолжен сделать еще несколько замечаний. 

а) Гильберт формулировал эти идеи по отношению 
к арифметике и начал их разрабатывать, но он отнюль 
не дал полного развития их. После упомянутого доклада 
он еще раз возвратнлся к этому предмету в одной лек- 
ции, но больше этими вопросами не занимался. Мы 
можем, следовательно, сказать, что здесь мы имеем пе- 
ред собой только программу. 

Ь) Попытка совершенно изгнать воззрение и удержать 
только логическое исследование представляется мне 
в полной мере неосуществимой. Н екоторый остаток, 
некоторый минимум интуиции всегда дол- 
жен сохраниться, и эти остаточные интунтивные 
представления мы необходимо должны соединять с сим. 
волами, над которыми оперируем, даже уже потому, что 
мы должны эти символы постоянно вновь узнавать, 
хотя бы этот остаток и сводился только к внешнему 
виду наших символов. | . 

с) Но примем даже, что поставленная задача дейст: 
вительно безупречно разрешена, что Обнаружено чисто 
логически отсутствие противоречия в наших один над- 
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пати основных положениях. Но тогда все еще остается 
место возражению. когорому я придаю наибольшее эна- 
нение. Нужно себе уяснить, что эти сообра же- 
ния, собственно, обоснования арифметики 
еще отнюдь не дают, и что в этом порядке 
идей его и нельзя провести. Именно, совершенно 
невозможно чнсто логическим путем показать, что законы, 
в которых мы обнаружили отсутствие логического про- 
тиворечия, действительно имеют силу по отношению 
к числам, столь хорошо нам известным эмпирически, 
что неопределенные объекты, о которых здесь идет речь, 
могут быть отождествлены с реальными числамн, а со- 
пряжения, которые мы производим, — с реальными эмпн- 
рическими процессамн. Что здесь действительно дости- 
гается —это только расчленение обширной за- 
дачи обоснования арифметики, мало доступ- 
ной по своей сложности на две части; пер- 
вая часть представляет собой чисто логическую проб- 
лему установлення независимых друг от друга основных 
положений, илн аксном, и докчзательства нх независи- 
мости и отсутствня противоречия. Вторая часть задачи 
относится скорее к теории познания и в известной мере 
выражает примевение названных логических исследова- 
ний к реальным соотвошениям; к разработке этой вто- 
рой задачи, строго говоря, еще не приступлено, хотя для 
действительного обоснования арифметики и она необхо- 
димо должна быть исчерпана. Эта вторая часть вопроса 
представляет краине глубокую задачу, трудность кото- 
рей коренится в общих пробяемах теорин познания. Быть 
может, я выражу нанболее ясно постановку этого во- 
проса, если выскажу несколько парадоксальное утверж- 
дение, что всякий, который признает чистой матема- 
тикой только чисто логическое исследованне, необхо- 
днмо вынужден будет отнести вторую часть проблемы 
обоснования арнфметики, а вместе с этнм, стало быть, 
и. самую арифметнку, к прикладной математике. 

Я считаю необходимым отчетливо все это здезь ука- 
зать, так как в этом именно пункте наиболее часто воз- 
никают недоразумения вследствие того, что многие про- 
с10 не замечают существования этой второй задачи, 
Гильберт сам отнюдь не стоит на этой точке зрения, 


оо нь ть 
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и мы не можем признать ни одобрений ни возражений 
его теории, которые исходят из такого именно допуще- 
ния. Томе (Тротае), профессор в Вене, остроумно `наз- 
вал людей, стоящих на почве этих чисто абстрактно- 
логических исследованнй о вещах, ничего не обозначаю- 
щих, но предложениях, ничего не выражающих, которые, 
таким образом, не только забывают эту вторую проблему, 
НО и всю остальную математику, —мыслителями без мысли; 
конечно, это ироническое замечание не может относиться 
к лицам, занимающимся этого рода исследованиями по- 
путно, рядом с многочисленными другимн вопросами. 

В связи с этими рассуждениями об основах арифме- 
тики, обзор которых я вам изложил, я хочу представить 
вашему вниманию еще некоторые соображения общего 
характера. Многократно высказывалось мнение, что обу- 
чение математике можно и даже должно вести строго 
дедуктивно, полагая в основу целый ряд аксном и раз- 
вивая из него все остальное строго логически. Этот 
прием, который так охотно подлерживают историческим 
авторитетом Евклида, однако, отнюдь не соответствует 
историческому ходу развнтия математики. Напротив, 
в действнтельности математика развивалась подобно 
дереву. котоГое разрастается не путем тончайших развет- 
влений, илущих от корней, а разбрасывает свои ветви и 
листья вширь и вверх, распространяя их зачастую вниз, 
к корням. Совершенно так же и математнка, оставляя об- 
разное выражение, начала свое развитие с определен- 
ного пункта. соответствовавшего, скажем, здравому чело- 
веческому смыслу, и по мере того, как мы восходили 
к новым и новым познаниям. мы одновременно опуска- 
лись также и вниз к исследованию оснований науки. Так, 
например. мы стоим теперь относительно оснований на 
совершенно другой точке зрення, чем та, которой при- 
держивались исследователи несколько десятков лет тому 
назад; точно так же то, что мы выдаем за последние 
принципы, через короткое время сделается пережитком, 
так как последчие истины будут все глубже и детальнее 
ЕЕ и приводиться к более общим положениям, 

основных исследованиях в области мате- 
матики не может быть окончательного за- 
вершения, а вместе с тем и окончательно 
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установленного первого начала, которое 
могло бы служить абсолютной исходной точ- 
жой для преподавания. } 

Я хотел бы сделать еще одно замечание, касающееся 
отношения между логической н интунтивной математн- 
кой, между чистой и прикладной математикой. Я имея 
уже случай упомянуть, что в школе приложение с са- 
мого начала сопровождает обучение арифметике, что 
ученик не только должен ионимать правила, но должен 
дакже учиться делать из них то или иное употреб- 
ление. Так оно нормально должно было оставаться 
и всюду, где идут занятия математикой. Чисто логиче- 
ские концепции должны составить, так сказать, твер- 
дый скелет организма математики, сообщаю- 
щий ей устойчивость и достоверность. Но самая жизнь 
математики, важнейшне наведения и ее продуктивность 
относятся преимущественно к ее приложениям, т. е. 
к взанмным отношенням ее абстрактных объектов со 
всеми другими областями. Изгнать приложение из ‘чатема- 
тики это то же, что искать живое существо с одной только 
костной основой без мускулов, нервов и сосудов, 

В деле научного исследования будет, конечно, всегда 
оставаться разделение труда между чистой н прикладной 
наукой, но, если только мы хотим сохранить здравое 
соотношение, мы должны заботиться о непрерывной 
связи между этими сторонами дела; здесь же я хогел бы 
< особенной силой подчеркнуть то обстоятельство, что 
в школе такого рода разделение труда, та- 
кого рода специализация отдельного учи- 
теля совершено невозможны. Вообразите себе, 
например, —чтобы это резко выразить, —в какой-либо 
школе учителя, который трактует числа как символы, 
лишенные значения; другого, который умеет из этих 
ничего не означающих символов получить наглядные 
числа; наконец, третьего, четвертого, пятого, которые 
владеют приложениями этих символов в геометрии, 
механике, физике. Представьте себе, что в распоряжение 
всех этих различных учителей будут предоставлены уче- 
ники. Вы понимаете, что таким образом дело обучения 
не может быть организовано; этим путем предмет не 
может быть усвоен учениками, а различные учителя не 
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смогут понимать друг друга. Потребности школьного 
преподавания, таким образом, предполагают известную 
разносторонность каждого учителя, уменье довольно 
широко ориентироваться в области чистой и прикладной 
математики в самом широком смысле этого слова; этим 
путем учитель должен всегда создавать корректив против 
слишком мелкого расщепления науки. | 

Я возвращусь здесь еще раз к упомянутым уже выше 
дрезденским предложениям, чтобы дать практическое 
направление всем последним замечаниям. В этих пред- 
ложениях мы настаиваем на том, чтобы прикладная ма- 
тематика, которая с 1898 г. введена в испытание на зва- 
ие учителя как особая специальность, была признана 
необходимой составной частью каждого нормального ма- 
тематического образования, чтобы, таким образом, удо- 
стоверение в праве преподавания чистой и прикладной ма- 
тематики выдавалось всегда совместно. Наконец, упомя- 
нем также, что педагогическая комиссия в так назыгае- 
мой меранской программе ставит целью обучения мате- 
матике в выпускном классе 1). Эта цель должна быть 
троякого рода: 

1) научный обзор систематического построения мате- 
матики; 

2) уменье толково справляться с численной и графи- 
ческой разработкой отдельных задач; 

3) некоторое ознакомление с значением математиче- 
ской мысли в естествознании и ссвременной культуре ?). 

Ко всем этим резолюциям я присоединяюсь с глубо- 
чайшим убеждением в их правильности. 


4. Практика ечета с целыми чыслами. 


После отвлеченных рассуждений, которыми я прен- 
мущественно занимался до сих пор, я обращусь к кон- 


ое г дей ша. ип@ паг $. Отиегисье вБетгесв 
Чег Усгз. 9. МаиогзсВег и. Аегде хи Мега (раю 1905). Этот от- 
чет напечатан также в общем отчете комиссии ма стр. 93 (см. нашу 
ссылку в № 479, на стр.); сведения о нем можно найти также в книге 
Кеш ЭсНпипаск на стр.. 208 (см. нашу ссылку в № ма стр.). 

*) Само, собою разумеется, что сюда включается и ознакомление 
© простейшими и важнейшими приложениями математики к технике, 
июскольку это возможно без специального технического образования, 
В своих многочисленных выступлениях Клейн все да указывает, что 
техника составляет осмовную базу современной культуры. Ред. 
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кретным вещам, именно — исключительно к вычисле- 
ниям, производнуым над числами. Из ‘литературы, даю- 
щей возможность в этом вопросе ориентироваться, я 
прежде всего укажу опять-такя на статью в энциклопе- 
дии по этому предмету, принадлежащую Р. Мемке*), 
Я лучше всего дам вам обзор относящихся сюда вопро- 
сов, если сначала изложу вам план этой статьи. Она 
распадается прежде всего на две части, нменно: А. Уче- 
ние о точных вычислениях; В. Учение о приближенных 
вычислениях. К отделу А принадлежат все методы, облег- 
чающие точные действия над бо,ьшими числами, как, 
например, удобное расположенне тех или иных схем в 
вычислении, таблицы произведений и квадратов, в 0со- 
бенности же счетные машины, которыми мы сейчас зай- 
мемся подробнее. В отделе В, напротив, вы найдете раз- 
рабстку всех тех приемов, которые имеют в виду опре- 
делить только порядок величины результата, т. е. уста- 
новить первые значащие его цифры. Сюда относятся 
таблицы логарифмов и аналогичные средства вычислення, 
как, например, счетная линейка, когорая, строго говоря, 
‘представляет собой только графическую таблнцу лога- 
рифмов. особым образом приспособленную, и, наконец, 
многочисленные графические методы. Кроме этого рефе- 
рата я могу еще рекомёндовать вам небольшую кннгу 
Люрота — „Лекини о вычислениях, производимых над чи- 
слами"?), которая написана знатоком дел» и при прият- 
ном изложении дает возможность быстро ориентиро- 
ваться в вопр ‚се. Из всего того, что относится к вычи- 
сленням, производимым над целыми числами, я намерен 
описагь вам подробнее счетную машину, которую в на- 
стоящее время в весьма р'знообразных конструкциях 
можно найти в любой более или менее значительной 
конторе и которая практически действительно имеет 
весьма бе.льшое значение. В нашем кабинете математи- 
ческнх моделей имеется экземпляр одного из нанболее 
распространенных типов, так называемой „Втипз\{ ра“, 
которая изгоговляется фирмой „бгште Ма{а!з ип@ Со“. 
в Брауншвейге. Это одна из нанболее универсальных и 
., К. Мебшке, Митмег1$сПез ВесНиет, Епсук!., Ва 1, Тей 2. 
в Е. Баго1Н. „УоНезипаеп абег питеиесвез Кесваеп“. Гарав, 
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в то же время из наиболее простых машин; хотя это № 
не лучшая машина, но она имеет то большое преимуще- 
ство, что она сравнительно дешева — она стоит только 
от 200 до 300 марок. В первоначальном своем виде она 
была изобретена русским магематиком Однером и дол- 
гое время была известна пол названием арифмометра 
(фиг. :). Устройство этой машины я хочу вам объяснить. 
здесь, в виде примера, несколько подробнее; описание 
других конструкций вы найдете в упомянутых выше. 
сочинениях 1) Конечно, по моему описанию вы толькс, 
в том случае действительно поймете устройство машины, 
если вы потом к ней присмотритесь н сами на деле 
ознакомитесь с ее функциями. Машина находится в ва- 


шем распоряжении после лекции. Что клслется, прежде 
всего, внешнего вида машины „Вгипз\уеа“, то схемати- 
чески ее можно описать следующим образом. К довольно 
большой кгепкой коробке (барабану! снизу прикреплен 
меньший продолговатый футляр (каретка). которая мо- 
жет передвнгаться вдоль по барабану вперед и назад. 
С правой стороны с барабана выступает рукоятка, кото- 
рую можно крутить руксй. На барабане сделано не- 
сколько продолговатых прорезов. вдоль каждого нз 
которых сверху вниз нанесены цифры 0, 1,2,....9. Из каж- 
дого прореза выступает спица 5, которую можно устано- 
вить против любой из этих пифр. Каждому. из этих прор®- 
зов отвечает на каретке отверстие, в котором может поя- 


т) О пругих типах счетных машин см. СаШе „Мавет :. 
Ча$\иилегие", [е1рир 1912. Ред. ь м 
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‘виться цифра. Я полагаю, что устройство машины вам 
выяснится лучше всего, если я опишу вам‘ выполнение 
какого-нибудь вычисления и выясню, как егс производит 
машина. Выбираю для этого умножение. 

Прием заключается в следующем. Прежде всего 
нужно поставить при помощи спиц, высту- 
пающях из барабана, множимое. Это значит, что 
нужно поставить сначала первую спицу с правой сто- 
роны на цифру, стоящую в разряде единиц, вторую — на 
‘цифру в разряде десятков и т. д. Все остальные спицы 


Фиг. 3. 


остаются на нулях. Если 12 есть множимое, то первая 
спица справа должна быть поставлена на 2, вторая на 1, 
а остальные остаются на нулях (фиг. 3). 

Теперь повернем рукоятку слева направо 
на один оборот. Тогда внизу, в отверстиях каретки, 
появнтся множимое. Стало быть, в нашем случае появится 
двойка в первом отверстии справа, единица —во втором, 
а в остальных останутся нули. Одновременно с этим на 
счетчике, цифры которого появляются в ряде отверстий, 
помещающихся с левой стороны каретки, появляется еди- 
ница, показывающая, что мы повернули каретку один раз 
(фиг. 4). Если мы вообще имеем однозначный множитель. 
то рукоятку нужно повернуть столько раз, сколько во 
множителе единиц, Вместе с тем множитель появится на 
каретке с левой стороны, а произведение — с правой. 

Каким же образом апцарат воспроизводит этот ре- 
зультат? Прежде всего, внизу в каретке, с левой стороны, 
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под отверстием счетчика, приделано счетное колесо, на 
периферии которого, на равных расстояниях, нанесены 
цифры 0, 1, 2,..., 9, причем при помощи передачи зубчатыми 
колесами счетное колесо совершает одну десятую обо- 
рота, когда рукоятка делает целый оборот, так что 
цифра, находящаяся наверху колеса под отверстием ка- 
ретки, действительно показывает число оборотов руко- 
ятки, т, е, показывает множитель. 


Фит. 4. 


Что касается умножения, то для его производства 
под каждым отверстием с правой стороны каретки поме- 
щается счетное колесо такой же конструкцин. Но какнм 
образом оказывается, что теперь при обороте рукоятки 
в приведенном выше примере одно колесо проскакивает 
на одну единнцу, второе в то же время на две единицы? 
Здесь, собственно, и находит себе применение конструк- 
тивная особенность машнны „Вгипзмра“. Именно, под 
каждым прорезом барабана находится плоское колесо 
(двигательное колесо); к нему приделано девять зубцов, 
которые могут двигаться в радиальном направлении, По 
краю плоского круга движется кольцо Е (фиг. 5 и 6), 
поворачивающееся, когда мы переставляем спицу $, о 
которой речь была выше; именно, смотря по метке, на 
которую мы ставим спицу $ на прорезе, наружу выска- 
кивают 0,1,2,..., или 9 подвижных зубцов (на фиг. 5 вы- 
двинуты два зубца). Эти зубцы непосредственно попа- 
дают под соответствующее отверстие счегного колеса, н 
поэтому при одном обороте рукоятки каждое двига- 
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тельное колесо поворачивает соответствую'цее счетное 
колесо каретки па сголько единиц, сколько в нем в’ч- 
скочило зубцов, т. е. сколько указывает цифра, на ко- 
торую мы установили соответствующую спицу $. 
о этому, в указанном выше примере, если 
мы начинаем с нулевого положения, после одного пово 
рота рукоятки колесо единиц должно повернутьсч на 
две единицы, колесо десятков на одпу, и на каретке 
появится 12; при втором повороте рукоятки колесо едн- 
ниц вновь повернется на 2, колесо десятков на 1 еда- 


ницу, и машина покажет 24. Таким же образом после трех 
и четырех оборотов рукоятки мы получим 36 -==3.12 
н 48 =4. 12. 

Теперь повернем рукоятку в пятый раз. Согласно 
тому, что было объяснено выше, колесо единиц повер- 
нется на две единицы и остановится, следовательно, на 
нуле, колесо же десятков должно повернуться на одну 
единицу и стать на 5, так что мы получили бы непра- 
внльный результат 50 вместо 5. 12 = 60. Когда мы дей- 
ствительно будем поворачивать рукоятку, то на каретке 
незадолго до конца поворота действительно появится 50; 
но когда мы доведем оборот до конца, то в послед- 
ний момент цифра меняется на 6, так что появляется 
правильный результат. Здесь произошло, следозательно, 
еще кое-что, чего мы не описали, — процесс, представля- 
ющий наиболее тонкий пункт при устройстве каждой 
счетной машины, — так называемое перенесение десятков. 


пока адиекин две мы анааиннеыы 
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Принцип, при помощи которого эта задача разрешается, 
заключается в следующем: когда одно из счетных колес 
каретки (в нашем примере — колесо единиц) проходит 
через нуль, то оно нажимает один зубец, остающийся, 
обыкновенно, сбоку без действия. Благодаря этому упо- 
мянутое двигательное колесо захватываег соответствую- 
щее счетное колесо так, что последнее продвигается на 
одну единицу больше, чем это произошло бы без нажа- 
тия. Детали этой конструкции вы можете себе выяснить, 
только непосредственно рассмотрев самый аппарат. Оста- 
навливаться на этих деталях тем более нецелесообразно, 
что именно в деле перенесения десятков в машинах' раз- 
личных систем находят себе применение другие прин- 
пипы, Тем не менее я очень рекомендую вам рассмо- 
треть нашу машину, как пример чрезвычайно остро- 
умной конструкции. В нашей коллекции имеются особые 
экземпляры отдельных составных частей машины „Вгип$- 
ура“, которые в составленной машиие почти не видны. 
Вы можете, таким образом, составить себе вполне ясное 
представление об устройстве машины. 

Действие машины, насколько мы © нею до сих пор 
познакомились, мы можем выразить одним словом, если 
мы назовем ее машиной сложения в том смысле. что она, 
при каждом обороте рукоятки, прибавляет к числу, стоя- 
щему справа внизу каретки, множимое один раз. 

Наконец, я хочу еще в общих чертах описать то 
приспособление, которое дает возможность быстро опе- 
рировать также с многозначными сомножителями. Если бы 
нам нужно было умножить 12 на 15, то мы должны 
были бы. сообразно выясненному приему, повернуть ру- 
коятку 15 раз. Кроме того, еслн бы мы пожелали, чтобы 
< левой стороны на счетчнке появился вэсь множитель, 
то и ксчетчику должно было бы быть приделано приспо- 
собление для счета десятков. То и лругое устраняется 
следующим образом. Мы выполняем сначала умножение 
на 5, так что на каретке появляется с правой стороны 
60, с левой стороны —5 (фиг. 7). Теперь мы передвнгаем 
каретку на один разряд направо; при этом счетное ко- 
лесо единиц выключаегся, колесо же десятков устана- 
вливается под прорезом для единиц в барабане и т. д.; 
в то же время на левом конце на счетчике вместо колеса 
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единиц приходит в соединение с рукояткой колесо десят- 
ков. Если поэтому мы повернем теперь рукоятку один 
раз, то слева появляется единнца на месте десятков, так 
°что мы можем прочесть 15. Справа же производится 


сложение не в порядке г, а в порядке |2, т.е. к 60 
прибавляется 120: прибавляемая двойка переносится на 
колесо десятков, а единица —. на колесо сотен. Вы видите, 
таким образом, что этот прием представляет собой ма. 
шинное осуществление того процесса, который мы про- 
изводим, когда делаем умножение письменно, именно, 
когда мы подписываем последовательные частные произ- 


Фо ФоооФ 


Фиг. 7. | 


ведения одно под другим, постепенно отодвигая их 
каждый раз на один знак влево. Совершенно таким же 
образом мы всегда производим умножение с многознач- 
ными числамн, подвигая после обыкновенного умноже- 
ния на единицы каретку последовательно на один, на 
два, на три разряда направо и поворачивая после этого 
рукоятку соответственно столько раз, сколько в множи- 
теле есть десятков, сотен и т. д, 

Как производятся при помощи машины другие вычис- 
ления, вы можете непосредственно вндеть на аппарате. 
Здесь достаточно будет заметить, что вычитание и деле- 
ние производятся вращением рукоятки в обратную сто- 

ну. 
г Позвольте мне еще указать, подводя итог всему ска- 
занному, что теоретический принцип эгой машины со- 
вершенно элементарен и представляет только практиче- 


прое ААаиь 
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ское осуществление правил, которыми мы обычно поль- 
зуемся при механическом вычислении. Конечно, машина 
должна вполне надежно функционировать, все части 
должны быть точно прилажены, не должно быть мертвых 
гочек, при которых могла бы произойти остановка во 
зращении счетных колес; все это—задача конструктора 
ч механика, изготовляющего машину. 

Остановимся еще на минутку на общем значении того 
факта, что действительно существуют счетные машины, 
которые освобождают математика от чисто механических 
вычислений и которые выполняют их гораздо быстрее и 
более безошибочно, так как машина свободна от слу- 
чайных ошибок, с которыми всегда может быть сопря- 
жено беглое вычисление. Самое существование такого 
рода машины может служить для нас подтверждением 
того, что для производства вычислений существенным 
является не значение целых чисел, а формальные правнла, 
по которым они совершаются, ибо машина может следо- 
вать только этим правилам —так она устроена, — но на- 
глядного представления о значении чисел она иметь не 


чожет, Вряд ли можно счигать случаем то обстоятель-, 


тво, что такой человек, как Лейбниц, который. был 
в такой же мере абстрактным мыслителем первого ранга, 
как и человеком выдающихся практических дарований, 
является одновременно как отцом чисто формальной 
математики, так и изобретателем первой счетной машины. 
‘го машина еще по настоящее время представляег одно 
из наиболее ценных достояний музея Кестнера в Ганно- 
'ере. Хотя это нсторически и не удостоверено, но я скло- 
нен допустить, что Лейбниц имел в виду изобретением 
счетной машины не только достигнуть практических 
целей, но и ярко осветить строго формальный характер 
математических вычислений, - 

Само собою разумеется, однакб, что Лейбниц отнюдь 
ве был склонен изобретением счетной, машины ума- 
лить значение математической мысли, а между тем та- 
кого роды выводы иногда приходится слышать, „Если, — 
'оворят, — деятельность науки может осуществляться 
‘акже машиной, то на эту науку, конечно, немного 
‘ожно поставить, и роль ее неизбежно должна быть 
‘овершенно второстепенной“. Однако на такого рода 
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аргументацию достаточно возразить, что математик, когда 
он сам оперирует над числами и формулами, отнюдь не 
представляет собой только жалкой копии непогрешимой 
машины, — что он ни в коем случае не является „мысли- 
телем без мысли“ по выражению Томе. Напротив, он 
сам себе ставит задачи, имеющие определенную и по- 
лезную цель, и разрешает их всякий раз новыми, свое- 
образными приемамн. Он изобрел счетную машилу только 
для того, чтобы освободить себя от некоторых опера- 
ций, постоянно повторяющихся в однообразной после- 
довательности; и что нужно менее всего забывать, мате- 
матик ее изобрел, и математик постоянно ставит ей 
на разре шение задачи. - 

Позвольте мне закончить пожеланием, чтобы со счет- 
ной машиной, ввиду большого значения, которое она 
приобретает, познакомились более широкие круги; в 
настоящее время ее, к сожалению. знают еще весьма 
немногие. Прежде всего же с нею должен, конечно, 
познакомиться учитель; я не могу не высказать пожела- 
ния, чтобы кажлый ученик в старшем классе средней 
школы имел возможность хоть раз посмотреть эту ма- 
шину. 

|1. ПЕРВОЕ РАСШИРЕНИЕ ПЭНЯТИЯ 0 ЧИСЛЕ. 


Мы намерены теперь оставить целые числа и в на- 
стоящей главе перейти к расширенню понятия о числе. 
В школе этот процесс разделяют обыкновенно на сле- 
дующие ступени. 

1. Введение дробей и действия над ними. 

2. Изложение теорин отрицательных чисел в связи 


с началами буквенного исчисления, 
2. Более или менее подробное развитие понятия об 
иррациональном числе на примерах по различным пово- 
дам; вместе с этим постепенно устанавливается предста- 
вление о совокупности всех вещественных чисел. 
Совершенно безразлично, начинать лн с пункта пер- 
вого или со второго. Мы предпочитаем последнее. 


1. Отрицательные числа, 


Начнем с одного замечания, относящегося к термино- 
логии. В школе положительные и отрицательные числа 
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обыкновенно называют „относительными“ числами, в 
гротивоположность „абсолютным“ (положительным); 'ме- 
»ду тем в университете эта манера выражения не при- 
вята. В школе те же относительные числа называют 
а ан числами 1) — термнн, который 
тете мы 
а р употребляем в совершенно ином 
Что касается происхождения и введения отрицатель- 
ных чисел, то относительно фактического материала я 
могу быть краток: этими вещами вы владеете свободно 
и, во всяком случае, по моим указаниям вы легко в них 
р р подробное изложение вы найдете, 
ты иги ера-Вельштейна, также в сочинении 
. Буркгардта „Алгебраический анализ“ ?). Последнюю 
ет легко также приобрестн, так как она невелика. 
ее лижайшим поводом для введения отрицательных чи- 
является, как известно, требование сделать вычи- 
тание операцией, выполнимой во всех слу- 
а и 6, то в области натуральных чисел раз- 
— нмеет смысла. 7 
Же м нс Существует, однако, число 


а—в=— с, 


я. ее отрицательным числом. С этим связы- 
и ыкновенно с самого начала интерпретацию целых 
при Ч скалы равноотстоящнх точек на пря- 


.-з +4 


Фиг. 8. 


м ее СЫ в обе стороны, или 
р. с иг. 5). Этот образ можно сч 
итать - 
стоящее время достоянием всех образованных сы 
тВыы обра ие рос оннем он оба 
; тно всем термоме : 
скале. Наглядный и хорошо и на. 
звестный образ от 
а ре: расчет прибылей а 
десь, прежде всего, точно вы 
, азим, в чем 
заключается, собственно, принципиальный | чрезвычайно 
1) Относительно этой терми 
Нетелагта \Ветацк, 19 АИ Вены "95. 3. ие р в 
)Н. ВигкНага+, АюеБгаюсне Апа]у5!5, Карие 1903, 


3 Ф. Клейн. Элементарная математика, 
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трулный шаг, который связан с введением отрицательных 
ел в школе, 
в - ученик привык постоянно связывать с ик 
и затем с буквами, над которыми он И фей 
и их, ат 
ные количества и при сложенн ь 
действиях всегда имел перед о 
#15: 
операции, которые можно реа 
и производить, то теперь дело совершенно ве 
Ему приходится иметь дело с рее, Е м р и 
же н 
тельными числами“, которые у с 
щего с наглядным образом о количестве пре лметов, в 
приходится производить над ними дея а 
количествами, а между тем именно эти действ и 
уж не имеют для него прежнего ясного, наглядн Е 
чения. Здесь приходится в мии Е 
у к 
от реальной математики 
оо уяснения которой нужно значительное развитие 
способности к абстракции. 
Присмотримся, однако, подробнее, что ПОСОЛ 
с арифметическими действиями по введении отридатель 
ных чисел. Прежде всего ясно, что аа РЕН р 
аются в : 
тание по существу слив 
бавление ана числа есть ое Ня 
противоположного отрицательного числа. М. Симо лее 
по этому поводу остроумное замечание, что именно ни 
ствие введения отрицательных чисел, ря р ы 
е имеющ; , 
вычитание становится действием, н , 
оно перестает существовать как А и ое 
я 
.Для этого обобщенного сложения, о 
а вычитание, в области положительных и 
тся в силе те ж . 
тельных чисел неизменно остаю’ ее 
: 1) постоянная вып 
ые пять мальных законов: - 
к 2) еее 3) НА ре 
н 
стительность и 5) монотонность. - 
5-го нужно заметить, что а<6 теперь РАЯ ния 
жаясь кратко, что при геометрическом изобр : 
число а л>жит влево от 6, так что, например, —2< — 1, 
— < +2 ит. д. 
Е оеная важнейшим моментом является 
так называемое правило знаков, согласно ко горому 
а. (—@=(—с)а=— (ас) и (—©). (=) =+% 


РМ 


Ктетттеонр- 
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в особенности последнее (минус на минус дает пяюс) 
часто представляет собой камень преткновения. К внут- 
ренней сущности этого правнла нам придется еще сей- 
час возвратиться. Мы выразим его предварительно одним 
предложением, относящимся к произведению какого 
угодно числа положительных и отрицательных чисел: 
абсолютная величина произведения равна произведению 
абсолютных величин сомножителей, по знаку же оно 
будет положительным или отрицательным, смотря по 
тому, входит ли в его состав четное или нечетное число 
отрицательных множителей. По установлении этого по- 
ложения умножение в области положительных и отри- 
цательных чисел опять обладает следующими свойствами: 
1) постоянная выполнимость, 2) однозначность, 3) соче- 
тательность, 4) переместительность и 5) распределитель- 
ность относительно сложения. Только в законе монотон- 
ности здесь оказывается уклонение. Его место теперь 
занимает следующий закон: если а>> 6, то ас > 95, ас = 
или ас< бе, смотря по тому, будет ли с>> 0, с=0 
нли сс 0. 

Спросим себя теперь, не заключают ли эти законы 
по чисто формальному своему содержанию логического 
противоречия. Мы должны в первую очередь сказать, 
Что доказательство отсутствия противоречия, основанное 
на чисто логических соображеннях, по настоящее время 
здесь еще менее удалось провести, чем для целых чисел. 
Но вопрос удалось свести к тому, что названные законы 
наверное не имеют противоречия, если они не содержат 
такового в применении к целым положительным числам. 
До тех пор, следовательно, пока этот вопрос не будет 
доведен до конца, т. е. пока не будет дано логическое 
доказательство отсутствия противоречия в области тех же 
операций над целыми числами, мы можем основывать 
уверенность в отсутствии противоречия в названных 
законах лишь на том, что существуют наглядные объекты 
и наглядные операцин над ними, которые следуют этим 
законам. В качестве таких наглядных объектов мы ука- 
зали уже выше ряд равноудаленных одна от другой 
точек на оси абсцисс; нам остается только прибавить, 
что означают в применении к этим образам арифмети- 
ческие действия. Сложение х’=х--а при постоянном а 
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относит каждой точке х некоторую точку х’ таким обра- 
зом, что неограниченная прямая просто передвигается по 
самой себе на отрезок а и притом вправо или влево’ 
‘смотря по тому, имеет ли а положительное или отрица- 
тельное значение. Точно так же и умножение х’==ах 
преяставляет собой подобное преобразование прямой 
в себе самой и притом при а>0— прямое растяжение, 
при а<0— растяжение, связанное с полуоборотом во- 
круг нулевой точки. у 

Я хочу теперь остановиться на том, как, собственно, 
все эти вещи нсторически возникли. Не нужно думать, 
что отрицательные числа представляют собой открытие ка- 
кого-либо одного умного человека, который вместе с тем, 
быть может, даже обнаружил на основания геометричес- 
кого их толкования отсутствие в них противоречия. На- 
против, в процессе медленной эволюции употребление 
отрицательных чисел как бы само собой напрашивалось, 
и лишь позже, когда над ними уже давно оперировали, 
именно в Х1Х в, возник вопрос об отсутствии противоречия. 

Переходя к истории отрицательных чисел, позвольте 
мне обратить ваше внимание на то, что древние греки, 
несомненно, не владели отрицательными чнслами, так что 
здесь мы имеем пункт, в котором грекам не приходится 
отводить первого места, как это некоторые всегда склонны 
делать. Напротив, честь открытия отрицательных чисел 
должна быть приписана индусам, которые ввели также 
нуль и нашу систему цифр. В Европе отрицательные 
числа постепенно вошли в употребление в эпоху Возрож- 
дения в тот именно период, когда стали оперировать 
над буквами. Не могу не упомянуть при этом, что бо- 
лее или менее совершенное буквенное исчисление было 
впервые дано Внета (Уеа) в его сочинении „ш айет 
апа!уНсашт 1зароре“1). На этой почве, естественно, пришли 
к так называемым правилам скобок для действий над 
положительными числами, которые, конечно, содержатся 
в перечисленных нами выше основных формулах, если 
мы только присоединим соответствующие законы вычи- 
`.по краОднако я хочу остановиться несколько подробнее, 
по крайней мере, на двух примерах, чтобы, прежде всего, 


1) Тошз, 1591. 


поди тирва ИЗ 


атюй 


хе 


ПЕРВОЕ РАСШИРЕНИЕ ПОНЯТИЯ 0 ЧИСЛЕ 37 


показать, что для них можно дать крайне простые и 
наглядные доказательства — правда, такие доказательства, 
которые, собственно говоря, исчерпываются фигурой и 


ВЕС РОТЕ рай ВОЙ 


—— 
а—6 


Фиг. 9. 


словечком „смотри“, как мы это часто - 
ры р встречаем у древ 

1) Пусть а> р иеза. В таком случае а—6 есть 
положительное число, меньшее, нежели с. Поэтому раз- 
ность с —(а— 6) будет положительным числом (фиг. 9). 
Если мы нанесем эти числа на ось абсцисс и заметим, 
что расстояние между точками фи а имеет длину а— 5, 
то достаточно взглянуть на рисунок, чтобы убедиться 
в следующем: если мы отнимем от с отрезок а— 5, то 
мы получим то же самое, что получили бы, если бы мы 


отняли сначала весь отрезок а, а затем прибави 
ли - 
зок в, т. е. р р Не 


с—(а— в =с-фа-ь. (1) 


2) Пусть «>В ис_›> 4; тогда разности @а—Бис-—а4 
представляют собой целые положительные числа. Рас- 
смотрим произведение (а— 5). 
- (Е —а). С этою целью мы 
построим прямоугольник со 
сторонами а—В и с—4а 
(фиг. 10); он составит часть 
прямоугольника, имеющего 
стороны анс. Чтобы из по- 
следнего получить первый, мы 
отнимем сначала верхний, го- 
ризонтально заштрихованный 
прямоугольник а. 4, а потом 
расположенный и заштрихованный вертикально прямоу- 
гольник 6. с. Однако небольшой прямоугольник 6. 4, за- 
штрихованный накрест, мы отняли ‘лишний раз; мы дол- 
жны его поэтому снова прибавить. Этим путем мы при- 
ходим к известной формуле: 


(@—65) (—@9 = ас —ва— в + ва. (2) 
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В дальнейшем развитии этих идей сказывается общая 
особенность человеческой натуры, заключающаяся в том, 
что мы невольно постъянно стремимся распространять 
правила, выведенные для частных случаев, на другие, 
более общие случаи). Ганкель в своем сочинении „Тео- 
рия комплексных числовых систем“ ?) называет это прин- 
ципом перманентности формальных законов и при- 
дает ему значение руководящего основного положения. 
Эту в высшей степени интересную книгу я могу вам 
очень настойчиво рекомендовать. Этот общий принцип 
в применении к интересующему нас случаю означал бы, 
что мы желаем освободить формулы (1) и (2) от ус- 
ловий, касающихся относительной величины чисел аи 6, 
в предположении которых они только и выведены, и сде- 
лать их применимыми также к другим случаям. Если мы 
применим, таким образом, формулы (2), например, к случаю 


1) Конечно, взгляд на стремление к обобщению, как ва общую 
особенность человеческой натуры (-аЙветепе Е!вепйитИспкей Чег 
тепзсНИснеп Ма(шг) является глубоко ндеалистическим. Это стремле- 
ние в научном исследовании выработалось в ходе его эволющии, как 
результат той пользы, которую такое обобщение обыкновенно прнио- 
сило. Весьма возможно, что в результате образ вания, прн котором 
эта тенденция к обобщению выдвигается ла первый план, научные ра- 
ботники становятся уже ма этот путь почти бессознательно. утвер- 
ждать, что эта черта представляет собою общую особенность челове- 
ческой натуры, значит успокаивать мысль на свыше идущей функции 
вместо того, чтобы искать действительные причины явления. 

К этому, быть может, небесполезно прибавить, что именио в мате- 
матике обобщение далеко не всегда прнноснт значительную пользу. 
Расширяя объем математической теории, обобщение неизбежно сжи- 
мает ее содержание и этим нередко сводит на-мет ту ценность, которую 
теория имеет. 

качестве хорошего примера можно указать ва учение о комп- 
лексных числах (см. ниже гл. У). В классическом значении слова это 
было обобщение, которое принесло математнке значнтельную пользу. 
Дальнейшее обобщение привело к так называемым гиперкомплексным 
числам, которые непосредственно оказались гораздо менее полезными 
Породив, правла, современное векторное исчисление, они в настоящее 
время вовсе выцли из употреблення. ты 


3) Негвапи Напке|, „Треоце 4ег Котшрехеп хабвубете"- 
Терир 1867. Имеется русский перевод: Г. Ганкель „Геория ком. 
илексных чисдовых систем“ перевод с немецкого под редакцией И. И 
Парфентьева, Казань 191 2. 


тыс 
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а=с=0 (для какового случая мы этой формулы отнюдь 
не доказали), то мы получим (—68).(—@) = + 64, т. е. 
получим правило знаков при умножении отрицательных 
чисел, Таким образом мы действительно можем почти 
бессознательно притти ко всем четырем правилам, кото- 
рые мы, пожалуй, склонны будем даже признать за со- 
вершенно необходимые допущения. В действительно- 
сти же они будут необходимы.лишь постольку, поскольку 
мы хотим сохранить для этих новых объектов прежние 
правила действия. Старые математики, конечно, не с лег- 
кнм сердцем решались на образование этих новых поня- 
тий, и тяжелое чувство, с которым они на это шли, ска- 
зывалось в тех названиях, которые они часто давали 
отрицательным числам: „придуманные числа“, „ложные 
числа“ и т. д. Однако, несмотря на все эти сомнения, 
в ХУ! и ХУП вв. отрицательные числа постепенно при-` 
обретают всеобщее признание; много способствовало 
этому, без сомнения, развитие аналитической геометрии. 
Конечно, сомнения еще оставались и должны были оста- 
ваться до тех пор, пока все еще старались интерпрети- 
ровать отрицательное число как количество предметов 
и не уясняли себе возможности априорного установления 
формальных законов; в связи`с этим стояли постоянные 
попытки доказать правило знаков. Простое разъяснение, 
которое принес только ХХ в., заключается в том, что о 
логической необходимости всего этого положения, о его 
доказуемости не может быть никакой речи. Напротив, 
речь может итти только. о том, чтобы признать его ло- 
гическую допустимость; в остальном же оно является 


‚произвольным и регулируется лишь соображениями це- 


лесообразности и приведенным выше принципом перма- 
ненгности. 

При этих соображениях нельзя не высказать мысли, 
которая и помимо того часто напрашивается, что вещи 
нередко представляются разумнее, нежели люди. Вы ви- 
дите, что один из важнейших шагов в математике, именно 
введение отрицательных чисел и действий над ними, был 
сделан не вследствие сознательного логического сужде- 
ния одного человека, а органически развился благодаря 
интенсивным занятиям этими вещами: может даже пока- 
заться, что человек научился этим правилам от букв. 
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Сознательное убеждение, что мы при этом поступаем 
правильно, не впадая в коллизию со строгой логикой, 
явилось лишь гораздо позже. Вообще, чистая логика 
при образовании таких новых понятий всегда может 
нметь регулирующее значение, руководящей же ролн 
она играть не может, ибо единственное требование, ко- 
торое она ставит, заключается в том, чтобы не было 
внутреннего противоречия, а этому, конечно, могут удо- 
влетворить и многие другие абстрактные системы. 

Если вас интересует литература по теории отри- 
цательных чисел, то я могу вам указать еще на книгу 
Тропфке—„История элементарной математики“). Это— 
превосходное собрание матерналов, содержащее очень 
много подробностей относительно развития элементар- 
ных понятий, воззрений и обозначений в ясном изло- 
жении, очень удобном для обозрения. 

Обращаясь к критическому обзору того, как отрица- 
тельные числа излагаются в школе, нужно прежде всего 
сказать, что преподаватели часто здесь делают ту же 
ошибку, в которую впадали старые математики, именно, 
они все пытаются доказать правило знаков, как нечто 
логически необходимое. Особенно часто выдают за дока- 
зательство приведенный выше эвристический вывод пра- 
вила (— В). (— 4) = + 64 из формулы для (а— 65). (е— 4), 
фактически совершенно забывая, что эта формула перво- 
начально неразрывно связана с неравенствами а >> 5, с >> 4*). 
Таким образом доказательство как бы симулируется, и 
психологический момент, который в силу принципа пер- 
манентности приводит к этому правилу, смешивается с 
логическим доказательством Ученик, которому это в та- 
ком виде в первый раз преподносится, естественно, не 
может этого понять, но поверить этому он, в. конце кон- 
цов, вынужден; если же при повторении на высшей сту- 


1) Тгор!Ке, СезсшсНМе ег Е\ететиалта(нетайк, 2 Вёпае, 1е1рав 


1902/3. Второе издание вышло в свет в 7 томах. 

В русском переводе имеется также сочинение Ф. Кеджорин „Исто- 
рия элементарной математики“. Перевод с английского нод редакцией, 
с примечаниями и добавлениями И. Ю. Тимченко. Одесса 1910. 


2 См., например, Е. Не!з, Затииция уоп Ве!зрёе!еп ипа АщваБеп 
`апз Чег АЛИтецк ила А!еБга, стр. 46, Кельн 1504. 
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пени обучения, как это часто бывает, ученик не получает 
более точных разъяснений, то у многих может устано- 
виться убеждение, что эта теория содержит нечто ми- 
стическое, непонятное. 

По поводу этих приемов я должен, однако, вообще 
высказать требование, что никогда не следует пытаться 
симулировать невозможные докизательства. Следовало бы, 
напротив, на простых примерах, сообразно фактическому 
положению дела, убедить ученика, а, если возможно, то 
заставить его самого притти к тому, что именно эти 
положения, основанные на принципе перманентности, спо- 
собны дать однообразный и удобный алгорифм, между ^ 
тем как при других правилах всегда придется различать 
отдельные случаи. Конечно, при этом не нужно проя- 
влять лишней поспешности, нужно дать ученику время 
освоиться с тем внутренним переворотом, который в нем 
совершается при этом познании. И в то время как уче- 
нику легко понять, что другие положения нецелесооб- 
разны, необходимо настойчиво и без остатка выяснить 
ему, что чудесная сторона дела в том именно и заклю- 
чается, что действительно существует общее и целесооб- 
разное положенне; он должен ясно понять, что сущест- 
вования такой системы отнюдь нельзя было с уверен- 
ностью вперед ожидать. 

Этим я заканчиваю теорию отрицательных чисел и 
обращусь к учению о дробях. 


2. Дроби. 


Обращаясь теперь к такому же изложению учения о 
дробях, мы начнем с того, как трактуется этот вопрос 


а 
- в школе. Здесь дробь т с самого начала имеет чисто 


конкретное значение. Только по сравнению с наглядными 
образами, которыми интерпретируются целые числа, здесь 
субстрат меняется, — именно, от количества предметов мы 
переходим к измерению, от предметов, подлежащих сче-' 
ту, мы переходим к предметам, подлежащим измерению. 
Примером измернмых многообразий служат с некоторыми 
ограничениями система монет и система весов и без вся- 
ких ограничений, в полной мере — система всех длин. На 


\ 
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этих именно примерах каждому ученику и выясняется зна- 
чение дробей, ибо каждому человеку очень легко выяснить, 


1 
что такое‘; метра или _ фунта. Из конкретных же со- 


ображений легко устанавливается также значение соотно- 
шений =, >,< для дробей, а также устанавливается сло- 
жение и вычитание дробей. Затем умножение выясняется 
обыкновенно путем незначительной модификации перво- 
начального определения этого действия. Помножить 


число надробь > значит помножить его на 


целое число а (согласно старому определе- 
нию) и затем разделить на 6. Или иначе, произ- 
ведение составляется из множимого совер- 


шенно так же, как множитель `- составляется 


из единицы. Вслед за этим деление на дробь опреде- 
ляется как операция, обратная умножению: разделить а на 


а значит найти такое число, которое, будучи 


умножено на а даст число а. Эти определения в тео- 


, 
рии дробей мы комбинируем далее с введением отрица- 
тельных чисел и таким образом получаем окончательно 
совокупность всех рациональных чисел. Мы не имеем воз- 
можности входить в детали всего этого построения, раз- 
витие которого в школе, естественно, требует много вре- 
мени; мы лучше сравним это изложение с современной 
разработкой этого ропроса в математике; в виде при- 
меров остановляюсь на приведенных выше сочинениях 
Вебера-Вельштейна и Буркгардта. 

У Вебера-Вельштейна выступает на первый план фор- 
мальная сторона дела, выдвигающая из различных воз- 
можных интерпретаций необходимые общие свойства дро- 


бей. Здесь дробь ', просто является симво- 


лом (числовой парой), над которой нужно со- 
вершать действия согласно определенным 
правилам. 

Эти правила, которые, как мы упомянули выше, есте- 
ственно, вытекают из реального значения дробей, имеют 


м 


| 


а иеРено 


ве 
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здесь характер совершенно произвольных соглаше- 
ний. Так, например, то, что представляет для ученика на- 
глядное предложение об умножении дробей, приобретает 
здесь форму определения равенства: две дроби 
а 


с 
н- р называются равными, если а4 = . Аналогичным 


образом ‘определяется понятие „больше“ или „меньше“; 
сумма двух дробей ы и _ просто определяет- 


ся как дробь ии, и т. д. Затем уже доказывается, 


что определенные таким образом действия в получающейся 
при этом более обширной числовой области строго под- 
чиняются прежним формальным законам, т. е. одиннадцати” 
основным законам, которые мы уже неоднократно при- 
водили. 

Не столь формально, как в системе Вебера-Вель- 
штейна, изложенной здесь, конечно, только в самых об. 
щих чертах, трактует этот вопрос Буркгардт. На дробь 


: он смотрит как на 


двух операций в областн целых чисел, имен- 
ко, умножение на число аи делениеначисло 65; 
объектом, над которым эти операции должны быть вы- 
полнены, является совершенно произвольное целое число. 
Если мы последовательно произведем две такие 


пары операций И и г то это рассматривается как 


последовательность 


умножение дробей. Легко видеть, что происходя- 
щая таким образом операция представляет собой не что 
нное, как умножение на @с и деление на 654. Таким об- 
разом правило умножения дробей 


вытекает здесь из значения дробей и не представляется 
произвольным соглашением. Совершенно аналогично 
можно, конечно, определить и развнть деление дробей; 
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однако сложение и вычитание не поддаются интерпре- 
тации в этом порядке идей. Формула 
а с а& -|- 6с 


== — = 


[2 а ьа 


остается, таким образом, и у Буркгардта соглашением, 
в пользу которого он приводит только наводящие ука- 
зания. 

Сравним теперь школьную постановку вопроса с ука- 
занным современным изложением. Существенно важно то, 
что в этой новой постановке мы как в одной, таки в 
другой системе остаемся всецело на почве це- 
лых чисел. Известными предполагаются только сово- 
купность целых чисел и действия над ними; новые же 
числа являются только объектами, которые определя- 
ются как числовые пары и как операции над целыми 
числами. Школьное же изложение существен- 
но опирается на новое наглядное предста- 
вление об нзмеримых величинах, дающих непо- 
средственное интуитивное представление о дробях. Мы 
уясним себе это различие лучше всего, если представим 
себе существо, владеющее только идеей о целом числе 
и вовсе не знающее измерений. Для такого существа 
школьное изложение казалось бы совершенно непонят- 
ным, между тем как постановка вопроса у Вебера и 
Вельштейна была бы ему вполне доступна. 

Какая же из двух точек зрения лучше и что дает 
каждая из них? Ответ на этот вопрос будет такой же, 
как и выше, когда мы разбирали аналогичный вопрос 
относительно целых чисел. Новая точка зрения, не- 
сомненно, чище, но в то же время и беднее. 
Она, собственно говоря, дает только половину того, что 
в цельном виде содержит в себе школьное изложение: 
и раитное арифметическое, логически точное введение 
дробей и действия над ними. 

Но когда это исчерпано, то остается еще другой, не- 
зависимый и не менее важный вопрос: можно ‘ли при- 
менить построенную таким образом теоретическую док- 
трину к наглядным, измеримым величинам, с которыми 
нам приходится иметь дело. И здесь, конечно, можно 
было бы смотреть на этот вопрос как на относящийся 
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К „прикладной математике“ и допускающий строго само- 
стоятельную обработку. Представляется, однако, сомнн- 
тельным, можно ли такое разделение считать целесооб- 
разным и с педагогической точки зрения. У Вебера- 
Вельштейна это разделение задачи на две части находит 
себе, впрочем, своеобразное выражение: вводя абстрактно 
действия с дробямн, автор затем посвящает отдельную 
главу под заглавием „отношения“ вопросу о том, как 
рациональные дроби могут быть применяемы к внеш- 
нему миру. При этом изложение носит у него более 
абстрактный, чем наглядный характер. 


-} = ов та зама 


Фиг. 11. 


Я закончу еще настоящее рассуждение о дробях об- 
щим замечанием, относящимся к совокупности всех це- 
лых чисел; при этом для наглядности я но пользо- 
ваться изображением чисел на прямой линии. Мы пред- 
ставим себе, что на прямой (фиг. 11) отмечены все точки 
с рациональными абсциссами, которые мы будем короче 
называть просто „рациональными точками“. Говорят, что 
совокупность всех этих рациональных точек на осн 
абсцисс образует „всюду плотное множество“. Этим 
хотят сказать, что в каждом интервале, как бы 
мал он нибыхл, имеется еще бесчисленное 
множество рациональных точек, Точнее, не 
вводя чуждых понятий, можно еще выразить то же 
самое следующим образом: между двумя рацио- 
нальными точками имеется еще, по край- 
ней мере, одна рациональная точка, Слдед- 
ствнем этого является то обстоятельство, что из со- 
вокупности всех рациональных чисел всегда возможно 
выделить конечную часть, не содержащую ни наиболь- 
шего, ни наименьшего элемента. Примером может слу- 
жить совокупность всех рациональных дробей, содержа- 
щихся между нулем и единицей, если самые эти два чн- 
сла не включать. В самом деле, какова бы ни была 
правильная дробь, всегда существуе! еще меньшая 
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дробь, содержащаяся между нею и нулем, и большая, 
содержащаяся между нею и единицей. Эти понятия в си- 
стематнческом развитии относятся уже к канторовой те- 
ории многообразий, или множеств. Ниже нам действи- 
тельно придется воспользоваться рациональными числами 
с указанными их свойствами, как важным примером 
множества. 


3. Иррациенальные числа. 


Мы переходим теперь к дальнейшему развитию по- 
нятия о числе, именно, к иррациональным числам. Здесь 
мы не будем останавливаться на том, как этот вопрос 
излагается в школе, так как относительно иррацнональ- 
ных чисел в школе ограничиваются обыкновенно несколь- 
кими примерами. Мы лучше перейдем прямо к истори- 
ческому развитию вопроса. 

Исторически возникновение понятия об иррациональ- 
ном числе имеет своим источником геометрическую ин- 
туицию и потребности геометрии. Представим себе ось 
абсцисс с нанесенным на ней всюду плотным множеством 
рациональных точек. На этой оси остаются тогда еще и 
другие числа, как это, повидимому, показал Пифагор, 
примерно, следующим образом. Если мы имеем прямо- 
угольный треугольник, в котором два катета равны еди- 
нице длины, то его гипотенуза равняется И? (фиг. 12); 
это же, наверное, не рациональное число. В самом деле, 


если мы положим и2=,, где аи 6 суть числа пер- 


вые между собой, то мы легко придем к противоречию 
с известными законами делимости целых чисел. Таким 
образом мы геометрически построили такой 
отрезок, отло жив который на оси абсцисс от 
нулевой точки мы придем к точке нерацио- 
нальной, т, е. к такой точке, которая в преж- 
нем множестве рациональных точек не со- 
держится. Вообще в большинстве случаев гипотенуза 
Ит? - п? прямоугольного треугольника, в котором ка- 
теты выражаются целыми числами Ш и п, будет выра- 
жена иррациональным числом. Школа Пифагора очень 


ее 
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усердно занималась разысканием таких пар чисел т и п, 
которым соответствует рациональная гипотенуза; это так 
называемые пифагоровы числа, простейшим примером 
которых является группа 3, 4, 5; мы к ним 
еще возвратимся ниже. Во всяком случае 
было известно, что при этом построении, 
вообще говоря, получаются иррациональные 
отрезки; это открытие стоило жертвы в сто 
быков, по поводу которой так часто при- 
ходится слышать дурные остроты. Фиг. 12. 
Последующие греческие математики изучали более 
сложные иррациональности; так, например, у Евклида мы 


находим иррациональности вида И ИВ ит. п. Во- 
обще же можно сказать, что они, по суще- 
ству, сводятся к таким иррациональностям, 
которые можно получить повторным извле- 
чением квадратного корня и которые, со- 
образно этому, можно строить циркулем и 
линейкой. Общей же идеей об иррациональном числе 
греки еще не владели. 

Я должен, однако, еще несколько точнее формулиро- 
вать это замечание, чтобы избежать недоразумений. Мы 
имели в виду сказать только то, что греки не владели 
таким приемом, при помощи которого можно было бы 
дать общее арифметическое определение иррациональ- 
ного числа, как мы это сделаем ниже. При всем том по- 
нятие об общем вещественном числе, которое может и не 
быть рациональным, для них было ясно,—правда, с иной 
точки зрения, чем у нас; все это носит у них другой ха- 
рактер, так как они не пользовались буквамн для общего 
обозначения числа. Именно, они рассматривали, как это 
излагает систематически Евклнд, отношения дв ух 
произвольных отрезков и оперировали над ними 
собственно точно так же, как мы теперь оперируем над 
произвольными вещественными числами. У Евклида встре- 
чаются даже такие определения, которые совсем напо- 
минают современную теорию иррациональных чисел. 
Однако названием своим они уже существенно отлича- 
ются от целого рационального числа; последнее назы- 
вается „а оз“, между тем как отношение отрезков, 
т. е. любое вещественное число, называется „40у0;“. 
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К этому присоединим еще замечание относительно 
самого слова „иррациональный“. Оно ведет свое начало, 
вероятно, от неправильного перевода греческого слова 
„а40уоз“ на латинский язык. греческое слово, по- 
видимому, означало „невыговариваемое число“. Этим 
желали сказать, что эти новые числа, т. е. отношения 
отрезков, не могут быть выражены отношением двух 
целых чисел 1); лишь непониманием переводчика объяс- 
няется то, что эти числа оказались „нелогичными“, как 
это, повидимому, выражается словом „иррациональные 
числа“. Общее понятие об иррациональном 
числе появилось, повидимому, только в 
конце ХУ] столетия после введения десятичных дро- 
бей, употребление которых получило право гражданства 
связн с возникновением логарифмических таблиц. 
Когда мы обращаем рациональную дробь в десятичную, 
то мы можем, кроме конечных дробей, получать еще 
бесконечные десятичные дроби, которые, однако, 
всегда должны быть периодическими *). Простейшим при- 
мером будет: 


5 = 013333. 2 
3 


мы имеем здесь десятичную дробь, однозначный период 
которой 3 начинается непосредственно после запятой. 
Но тогда нет препятствий к тому, чтобы представить 
себе непериодическую десятичную дробь, цифры 
которой следуют друг за другом, по какому-либо дру- 
гому определенному закону; каждый, конечно, признает 
такую дробь определенным н вто же время ие- 
рациональным числом. Но в этом, собственно, уже 
содержится понятие об иррациональном числе, к кото- 
рому, таким образом, нас непосредственно приводит 
десятичная дробь. Исторически дело и здесь происходило 
совершенно так, как мы это выяснили выше относи- 
тельно отрицательных чисел: вычисления с необходи- 
мостью приводили к введению новых понятий, и над 
ними оперировали, не размышляя много об их сущности 


2) См, цитируемую выше книгу Тгоре, 2-е изд, Ва. 2, стр. 71. 
} Об этом В см. и, стр 60 и сдед, 


оО ВеБаЕЫ 
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и об их обоснованни, тем более, что они часто оказы- 
вались чрезвычайно полезными. 

Лишь в 60-х годах ХХ в. была признана потребность 
в точной арифметической обработке учения об иррацио- 
нальных числах, что и было выполнено Вейерштрассом 
(У/е!егз{газз) в его лекциях, относящихся к указанному 
периоду. Общую теорню нррациональных чисел дал в. 
1879 г. Г. Кантор (С. Катюг) в Галле, основатель уче-, 
ния о множествах, и независнмо от него Р. Дедекинд 
(в. Редекта) в Брауншвейге. Точку зрения Дедекинда 
я намерен пояснить здесь в немногих словах. Допустим, 
что мы владеем совокупностью всех рациональных чи- 
сел, и устраним все пространственные представления, 


‘навязывающие нам интуитивно непрерывность числового 


ряда. Чтобы, исходя отсюда, притти к чисто арифметн- 
ческому определению иррационального числа, Дедекннд 1). 
стронт понятне о сечении в области рациональных чисел. 
Именно, если г есть рациональное число, то оно делит 
всю совокупность рациональных чисел на две категории 
АнВ таким образом, что каждое число катего- 
рии А меньше, нежели любое число катего- 
рин В, каждое же рациональное число при- 
надлежит той или иной категории. Катего- 
рия А есть совокупность всех чисел, которые мень- 
ше числа г, а категория В — совокупность всех чисел, 
которые больше, нежели г; самое же число г можно от- 
нести как к одной, так и к другой категорни. Кроме этих 
„собственных“ сечений бывают еще сечения „несобствен- 
ные": под этнм Мы разумеем такие подразделения чисел 
на две категории, которые обладают перечисленными 
выше свойствами, но не производятся рациональнымн 
числами; иными словами, это— сечения, в которых кате- 
гория А не имеет наибольшего, а категория В не имеет 
наименьшего числа. Пример такого рода несобственного 
сечения дает нам, скажем, у/2 == 1,414 ...или вообще 
всякая непернодическая бесконечная дробь. Относительно 
каждого рационального числа мы можем тотчас решить, 


2) См. Р. Дедекинд. Непрерывность и нррациональные числа. Пе- 
вод с немецкого приват-доцента С. Шатуновского, изд. 2-е, 
десса, 1909, „Ма{Не55“. Были и поздиейшие издания. 
4 Ф. Клейн Элементарыия математика 
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больше ли оно или меньше, чем эта бесконечная деся- 
тичная дробь 1), и сообразно этому отнести каждое ра- 
циональное число либо к категорин А, либо к катего- 
рии В. В таком случае ясно, что каждое число катего- 
рии А меньше каждого числа категории В, а, с другой 
стороны, в категории А не может быть наибольшего, 
а в категории В не может быть наименьшего числа, ибо 
между каждым рациональным числом и нашей бесконеч- 
ной дробью всегда найдется еще бесчисленное множе- 
ство других рациональных дробей. 

Ввиду этих соображений Дедекинд устанавливает сле- 
дующее определение, которое с точки зрения строго 
логической должно быть, конечно, рассматриваемо как. 
чисто условное соглашение. Каждое сечение во б- 
ласти рациональных чисел мы будем назы- 
вать рациональным или иррациональным 
числом, смотря по тому, будет ли это сече- 
ние собственным или несобственным. 

К этому непосредственно примыкает определение ра- 
венства: два числа называются равными, если 
они производят одно и то же сечение в об- 
ласти рациональных чисел. Исходя из этого 


1 
определения, можно, например, доказать, что. рав- 


няется бесконечной десятичной дроби 0,333. . - Тот, кто 
станет на нашу точку зрения, действительно должен тре- 
бовать доказательства, основанного на данном определе- 
нии, хотя человеку, наивно к этому делу подходящему, 
это может показаться совершенно ненужным. Получить 
же это доказательство нетрудно, если мы сообразим, 


1 
что каждое рациональное число, которое меньше, при 


обращении в десятичную дробь рано или поздно даст 
меньший десятичный знак, чем в нашей бесконечной 
дроби; всякое же рациональное число, которое больше 
этой бесконечной дроби, раньше или позже даст боль- 
ший десятичный знак. 

В лекцичх Вейерштрасса соответствующее определе- 


3) Для У2 это определяется тем, будет ли кваярат этого числа боль- 
ше или меньше 2. 
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ние гласит так: два числа называются равными, 
если они отличаются друг от друга меньше, 
чем на любое данное число. Связь между этим 
определением и предыдущим легко усмотреть. Особенно 
наглядным представляется последнее определение, если 
мы сообразим, почему дробь 0,999 ., ; == 1: разница, оче- 
видно, меньше, чем 0,1, чем 0,01,...; следовательно, на 
основании определения, она равна нулю. 

Теперь спрашивается, благодаря чему мы имеем воз- 
можность ввести в нашу систему иррациональные числа 
и производить действия над теми и другими числами, 
совершенно их не различая? Причина кроется в том, что 
сохраняет силу закон монотонности элементарных опе- 
раций. Принцип этот заключается в следующем: если 
два иррациональных числа нужно сложить, 
перемножнть и т. п, то мы их заключаем 
во все бодее и более тесные пределы и над 
этими пределами соответственно произво- 
дим те же действия, которые нам нужно про- 
извести над самими иррациональными чис- 
лами; вследствие закона монотонностн и ре- 
зультат последовательно замыкается во все 
более и более тесные границы. 

Мне нет надобности излагать здесь эти вещи, так как 
вы можете подробно знакомиться с ними по многим 
учебникам, лучше всего опять-таки у Вебера-Вельштейна 
и Буркгардта. Там вы найдете и большие подробности 
относительно определения иррационального числа, кото- 
рое я здесь изложил только в общих чертах. 

Здесь я предпочел бы остановиться еще на том, чего 
вы в книгах обыкновенно не найдете: именно на том, 
как можно перейти от изложенной здесь арифметической 
теории иррациональных чисел к их применению в дру- 
гих областях. В особенности я имею в виду здесь анали- 
тическую геометрию, которую иногда по наивной ин- 
туиции принимают обратно за источник иррациональных 
чисел и которая психологически действительно является 
этим источником. 

Если мы возьмем ось абсцисс, на которой, как выше, 
нанесены начало и все рациональные точки, то основное 
положение, на котором покоится это применение, гласит: 
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каждому рациональному или инррациональ- 
ному числу отвечает точка, инмеющая это 
число своей абсциссой; каждой точке на пря- 
мой отвечает в качестве абсциссы рацно- 
нальное или иррациональное число. 

Такого рода исходное положение, которое стоит во 
главе дисциплины, из которого все дальнейшее вытекает 
чисто логически, тогда как само оно не может быть 
логически доказано, мы называем аксиомой. Отдель- 
ные математики, в завнеимости от сложившихся у них 
взглядов, смотрят на аксиому как на интуитивно ясную 
истину или как на более нли менее произвольное согла- 
шение. Настоящая аксиома об однозначном соответствии 
между всеми вещественными числами, с одной стороны, 
и точками прямой, с другой стороны, обыкновенно назы- 
` вается аксиомой Кантора, который первый точно ее 
`формулировал 1). 

Здесь, именно, будет уместно сказать несколько слов 
о природе наших пространственных представлений. 

Самое это выражение, строго говоря, можно понимать 
двояко: с одной стороны, можно иметь в виду непо- 
средственное чувственное, эмпирическое 
представление о пространстве, которое мы 
контролируем при помощи измерения; с другой стороны, — 
отвлеченное, внутреннее представление о 
пространстве, можно было бы сказать, присущую 
нам идею о пространстве, которая возвышается 
над неточностью чувственных восприятий. Такого рода 
различие вообще имеет место при каждом интуитивном 
воззрении, как я уже имел случай указать при развитин 
понятия о числе; лучше всего оно выясняется, быть мо- 
жет, следующим примером. Что означает небольшое 
число 2, 5 или 7, нам непосредственно ясно, но о боль- 
ших числах, например о числе 2503, мы уже не имеем 
такого непосредственного, наглядного представления. 
Здесь, напротив, находит себе применение внутреннее 
представление о расположенном числовом ряде, которое 
мы себе составляем, нсходя от начальных чисел при по- 
мощи совершенной индукции. Что касается представяе- 


1) „Маеш. Аппа!ео", Ва. У, 1872. 


бета 
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ния о пространстве, то дело обстоит так: если мы рас- 
сматриваем расстояние между двумя точками, то мы 
можем оценить и измерить его `лишь с ограниченным 
приближением, так как наш глаз неспособен различать 
отрезки, падающие ниже некоторой границы; это есть 
так называемый порог ощущения, понятие, играющее 
чрезвычайно важную роль во всей психологии. Но по 
существу дело не изменяется и в том случае, если мы 
усиливаем наш глаз самыми тонкими инструментами, так 
как существуют физические свойства, которые лишают 
нас возможности выйти за известные границы точности. 
Так, например, оптнка учит нас, что длина световой 
волны, от которой зависит цвет, есть величина по- 
рядка 0,001 мм (1 микрон). Она обнаруживает далее, что 
предметы небольшие, по сравнению с.этими размерами, 
не могут быть ясно видимы, потому что никакие инстру- 
менты здесь не дают уже оптического изображения, 
точно воспроизводящего детали. Вследствие этого опти- 
ческим путем мы не можем уже различать длины, мень- 
шие одного микрона, так что при выражении длины в мм 
действительное значение могут иметь только первые три 
десятичных знака. Таким же образом и при всяких дру- 
гих физических наблюдениях и измерениях мы наталки- 
ваемся на такого рода порогн ощущения, которые уста- 
навливают предел возможной точностн. Указания, падаю- 
щие за эти пределы, никакого значения уже не имеют и 
свидетельствуют о невежестве или даже о недобросо- 
вестности. 

В противоположность этому свойству эмпирического 
представления о пространстве, необходимо ограничен- 
ного известным приближением, абстрактное или идеаль- 
ное представление о пространстве обладает неограничен- 
ной точностью и в силу канторовой аксиомы вполне 
параллельно арифметическому определению понятия о 
числе. 

Сообразно этому подразделенню наших представлений 
является целесообразным и самую математику разделить 
на две части: на математику точную и математику 
приближенную. Выясним это различие на уравне- 
нии | (х) -=0. В приближенной математике, как н в слу- 
чае наших действительных эмпирических представленаА, 
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здесь речь идет не о том, чтобы [(х) точно обратилось 
в нуль, а только о том, чтобы значение функции |](х)| 
упало ниже достнжимого порога точности; таким об- 
разом равенство ][(х)=0 должно служить только со- 
кращенным выражением неравенства: 


11%) |< в, 


с которым фактически и приходится иметь дело. Вы- 
полнить же строго требование равенства } (х) == 0 состав- 
ляет уже задачу точной математики. Так как в прило- 
жениях играет роль только приближенная математика, 
то можно, выражаясь грубо, сказать, что нужду мы 
имеем собственно в этой последней дисциплине, между 
тем как точная математика существует только для удо- 
вольствия тех, которые ею занимаются, а в остальном 
составляет лишь опору для математики прближьнной. 

Возвращаясь опять к нашей теме, я должен сказать. 
что логическое определение иррациональ- 
ного числа, несомненно, относится к точной 
математике. В самом деле, утверждение, что две точки 
отетоят друг от друга на расстояние, выражающееся ирра- 
циональным числом миллиметров, фактически не имеет ни- 
какого смысла, так как десятичные знаки дальше шестого 
не имеют реального значения. В практике мы можем 
таким образом, свободно заменять ирраци- 
ональные числа рациональными. На первый 
взгляд это находится в противоречии с законом рациональ- 
ных указателей в кристаллографии, или например. с тем- 
обстоятельством, что в астрономии приходится отличать 
случаи, существенно разные, когда времена оборотов двух 
планет имеют рациональное илн иррациональное отноше- 
ние. В действительности же здесь опять проявляется только 
многозначность нашего языка, так как здесь понятия рацио- 
вальное и иррациональное нужно понимать в совершенно 
другом смысле, —именно в смысле, свойственном приб- 
лиженной математике. Когда здесь говорят, что ве- 
личины имеют рациональное отно’цение, то под этим разу- 
меют, что их отношение выражается парой небольших, 


: 212 
чисел, —вапример ‘7 -Такое же отношение, как т; 


злесь, несомненно, отнесли бы уже к иррациопальным 
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Насколько, собственно, велики могут быть `числитель и 
знаменатель, это меняется от случая к случаю, в зави- 
симости от условий вопроса. 

Все эти интересные соображения развиты мною в лек- 
циях, читанных в весеннем семестре 1901 г. и изданных 
под названием: „Апуепаипа Чег П1НегепНа! ип@ Ниевта!- 
тесплипе аи! Сеотеше, еше Кеузюп 4ег Рипар!еп“ 
(Аизвеаго. у. С. Н. МаПей). 

В двух словах я хотел бы еще указать, в заключение, 
как я себе представляю желательное изложение этих 
вещей в школе. Точное изложение теории иррациональ- 
ных чисел здесь вряд ли уместно, так как она не может 
быть интересна для большинства учеников. Юноша, не- 
сомненно, всегда удовлетворится указанием ограничен- 
ного приближения; точность же в 0,001 мм уже вызовет 
удивление, а потребности в полной точности у него, не- 
сомненно, не будет. Вследствие этого будет вполне до- 
статочно, если в школе выяснить иррациональное число 
только на общих примерах, как это большею частью и 
делают. Конечно, немногие юноши, обладающие ясно 
выраженным математическим дарованием, этим не удов- 
летворятся и захотят вникнуть глубже в сущность воп- 
роса. Достойной задачей учителя будет удовлетворить 
эту потребность, не нарушая интересов большинства 
учеников. 


Ш. ОСОБЫЕ СВОЙСТВА ЦЕЛЫХ ЧИСЕЛ. 


Мы начнем теперь новую главу, которую мы посвятим 
собственно учению о целых числах, теорни чисел, или 
арифметике в более узком смысле этого слова. 

Я прежде сделаю сводку отдельных вопросов, в кото- 
рых эта дисциплина соприкасается со школьным пре- 
подаванием. - 

` 1. Первой задачей теории чисел является вопрос о 
делимости: делится ли одно число на другое? 

2. Можно указать простые правила, которые дают воз- 
можность легко распознать, делится ли произвольное 
число на небольшие числа, как 2, 3; 4, 5, 9, 11 ‘ит. д. 

3. Имеется бесчисяснное множество‘простых чисел, те. 
таких, которые пе имеют собственных делителей иными 
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словами, которые делятся только на себя м на ницу: 
29 5 13, о ад 

4. Мы владеем всеми соотношениями, касающимнся 
делимости любых чисел, если мы знаем их разложение 
на простых множителей, ь 

5. Теория чисел играет роль в вопросе об’ обраще- 
нии рациональных дробей в десятичные: она поясняет, 
почему десятичная дробь должна стать периодической 
и как велик период. 

Эти вопросы появляются уже в младших классах; 
позже вопросы теорни чисел появляются только спора- 
дически. Во всяком случае, приходится встречать сле- 
дующее: 

6. Если и не во всех школах, то, во всяком случае, 
во многих излагаются непрерывные дроби. 

7. Иногда излагаются диофантовы уравнения, т. е. 
уравнения со многими неизвестными, при разрешении 
которых мы ограничиваемся целыми значениями неиз- 
вестных. В виде примера я приведу пифагоровы числа, 
о которых мы имели уже случай говорить. Как известно, 
здесь речь идет о системах целых решений уравнения: 


аз =. 


8. В тесной связи с теорией чисел находится вопрос 
о делении окружности на равные части, хотя этот вопрос 
вряд ли когда-либо разбирается в школе, Если нам 
нужно разделить окружность на п равных частей, — 
разумеется, пользуясь всегда только циркулем и линей- 
кой, — то это легко удается при п=2, $3, 4, 5, 6. Но 
при п ==7 это уже не удается, и учитель обыкновенно 
почтительно останавливается на этом пункте, не выска- 
зывая даже категорически того, что это выполнить 
вовсе невозможно. Причина этого обстоятельства коре- 
нится в глубоких соображениях теории чисел. Чтобы 
избежать недоразумений, с которыми, к сожалению, 
в этом именно вопросе прнходится довольно часто встре- 
чаться, я еще раз подчеркну, что здесь мы вновь имеем 
дело с вопросом точной математики, не имеющим для 
практических применений ннкакого значення. Для прак- 
тических целей вряд ли кто-либо станет пользоваться 
ТОЧНЫМ построением даже в тех случаях, когда это воз- 
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можно. Напротив, будет гораздо целесобразнее, оставаясь 
на почве приближенной математики, простымн и умело 
подобранными испытаниями разделить окружность на 
любое число равных частей; при этом можно легко до- 
стигнуть всякой практически доступной точности. Так, 
несомненно, поступает каждый механик, которому нужно 
строить инструменты с разделенными кругами. 

9. Еще в одном месте в школе приходится столк- 
нуться с высшей теорией чисел — именно, в вопросе о 
квадратуре круга и связанным с ним вычислением ям. 
При изложении этого отдела тем или иным путем вы- 
числяют первые десятичные знаки числа л, а затем, не- 
сомненно, упоминают о современном доказательстве 
трансцендентвости числа л, решающем древнюю задачу 
о квадратуре круга при помощи циркуля и линейки в 
отрицательном смысле. В конце своего курса я возвра- 
щусь к этому доказательству, здесь же я ограничусь 
точной формулировкой этого утверждения; дело сводится 
к тому, что число л не может удовлетворять никакому 
алгебраическому уравненню с целыми коэфициентами 


вида; 

ал” -- бя" 1 -|- ся" *-- ... 4 кл --1=0. 
То обстоятельство, что коэфицненты должны быть це- 
лыми числами, играет здесь особую роль; оно именно 
и относит этот вопрос к теории чисел. 

Само собой разумеется, что и здесь мы имеем дело 
с вопросом точной математики, ибо для нее только и 
имеет значение числовой характер л. Для математика, 
ограничнвающегося приближением, достаточно опреде- 
лить первые десятичные знаки, которые дают ему воз- 
можность произвести квадратуру круга с любой доступ- 
ной нам точностью. 

Этим исчерпывается роль теории чисел в школе. 
Спросим еще, какое место она занимает в уньверситет- 
ском преподавании и в научном исследовании. Я склонен 
разделить математиков, занимающихся самостоятельными 
исследованиями, по их отношению к теории чисел — на 
две категорин; одних я назову энтузиастами, других ин- 
диферентными. Для первых не сужцествует никакой науки, 
которая была бы так прекрасна и так важна, как теорня 
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чисел, — никакой науки, которая давала бы столь ясные и 
точные доказательства и теоремы такой безукоризненной 
строгости. „Если математика есть царица наук, то теория 
чисел есть царнца математики“,— говорит Гаусс. Инди- 
ферентные же стоят далеко от теории чисел, очень мало 
заботятся о ее развитии и стараются вовсе ее избегать. 
Большинство изучающих математику по своим симпатиям 
относится к последней категорни. 

Причина этого замечательного разделения, по моему 
мнению, коренится в следующем: с одной стороны, теория 
чисел, несомненно нмеет основное значение для всякого 
глубокого математического исследования. Необычайно 
часто мы наталкиваемся, исходя из совершенно различ- 
ных областей, на сравнительно простые арифметические 
факты. Но, с другой стороны, чистая теория чисел явля- 
ется крайне абстрактной дисциплиной; способностью же 
воспринимать с удовольствием весьма абстрактные вещи 
обладают немногие. Уже это обстоятельство само по 
себе могло бы содействовать безучастности, которую 
проявляют многие к теории чисел. Но это еще усили- 
вается. тем, что в современных сочинениях по теорин 
чисел предмет нзлагается обыкновенно чрезвычайно аб- 
страктно. Я полагаю, что теория чисея сделалась бы 
гораздо более доступной и встретила бы гораздо больше 
интереса к себе, если бы ее излагали наглядно и на 
подходящих фигурах. Ее предложения, конечно, не за- 
висят от этих вспомогательных средств, но они могли 
бы много содействовать пониманию. Эту точку зрения 
я ин старался провести в лекциях, читанных мною в 
1905/1906 ее году !). Ту же цель имеет в виду 
Минковский в своей книге „9 диофантовых приближе- 
ниях“ 2), Мои лекции носят более элементарный, ввод- 
ный характер, тогда как Минковский скоро углубляется 
в специальные задачи. | 

Что касается учебников по теории чисел, то вы мо- 
жете, собственно, вполне ограничиться тем материалом, 


1) „АпзремайИе КарИс! ац$ Чег СаШем\ сонце“ (Ацзяе: ебал мои 
А. Зотшене!4 цпа Р. Рибапаюг)., Нов. изд, 1907 —. Иа 


*) Н. Мако\зКку, ОюрвапизсНе АрргохнпаНопен. Ете ЕмНИгитр. 
п Че 2ашеттеойе, Герая 1907. } 


Нод 
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который вы находите в учебниках алгебры. Из числа же 
специальных сочинений я охотнее всего рекомендовал 
бы вам новую книгу Бахмана: „Основания новой теории 
чисел“1), р : 

Разъяснения, специально относящиеся к теории чисел, 
я хотел связать с упомянутыми выше вопросами и поста- 
раюсь изложить их возможно бодее наглядно. Само 
собой разумеется, что я попрежнему имею в виду тот 
материал, который, по моему мнению, должен знать учи- 
тель, и отнюдь не думаю, чтобы весь этот материал 
можно было непосредственно в той же форме сообщать’ 
ученику. Я должен указать на опыт, вынесенный мною из 
учительских экзаменов. Мне пришлось’ убедиться, что 
в большинстве случаев кандидаты на учительское звание 
ограничиваются лишь ходячими выражениями, не имея 
сколько-нибудь серьезных сведений в этой области. Что 
я есть трансцендентное число — это говорит, конечно, 
каждый; но что это, собственно, означает, это знают 
уже немногие. Раз я получил даже и такой ответ, что п 
не есть ни рациональное, ни иррациональное число. 
Точно так же довольно часто приходится встречать 
экзаменующихся, которые знают, правда, что имеется 
бесчисленное множество простых чисел, но не имеют ни 
малейшего представления о доказательстве этого пред- 
ложения. : 

С этого последнего доказательства я и начну; при 
этом те простые вещи, которые содержатся в пунктах 
1 и 2 предыдущего перечисления, я буду считать изве- 
стными. Упомяну еще, что исторически доказательство 
этого предложения принадлежит Евклиду, „Начала“ 
(по-гречески Учзовхета) которого содержат не только 
систему геометрии, но также алгебраические и арифме- 
тические факты, часто облеченные в геометрические 
формы. 

Евклидов прием доказательства указанного предло- 
жения заключается в следующем. Положим, что ряд 
простых чисел ограничен и исчерпывается числами 2, 3, 

„р; в таком случае число № == (1.2.3.5... .Р-Ъ 

1) Р. ВасНшап, Огааадеа 4ег пецегеи аШеп(Неопе. Замитта 

Зспифен, № 53, 1ерир 1907, 


#0 ре, 


очевижиые, на делисст ие ка 9, вн на о, вн ва Г 


так как прн дезении на кажлое из этих чисел миа. 


получаем в остатюе елиайну, Поэтому должьо иметь 
место одно из двух: либо это есть простое число, либо 

уУМУТ ОроТЬЮ Чииыиа, ОТЛИЧНЫЕ ЭТ 2, $, * + +,р, Но 
тон уса ирогиворефит нашему преллеложеиню, и 
= таким образом, доказана. 

'о каслется четвертого пункта-= разлощеныя чисел 
на простые множители, то и хочу помазать вам олиу из 
старейших таблий разложения, ет до *. 
Эти общириые полезные табли точки 
зрения заслужиьнот тем большего реж что они 
Г ры степени томныь Название 

от переданеюто маг еле из древзоств терм 
реки „Основанием для этого термина „послужнао 
слете иросанваем те, ъоторые делятся на 
2,35... ТАК что, # кочые концов, остаются только 
простые чрсла. Чермак лает разложение на простые 
мисжители чисел, ве делящихся на 2, 8 иян 5 и доводат 
свою таблицу до 1020000. При этом все простые числа 
от ей мы и в ких р 


йа телерь к тому | мат, именно к обра. 
менню рациональных дробей в лесятичиые. 
| уж теории зы найдете кипа 
Я 06 ХОЧУ ВЫЯСИНТЬ ЗДОСЬ только принципы этой теория вз 


оростейуием тиничеом примере, Расемотрим дробь— ‚ где 
во сеть простое числ, отличное от 2 и 5 мы покажем, 
чо дробь у: Вазвертывается в бесконечную 
„пернодическую дробь и что число цифр $ пе 
рнода есть панменьший ябказатель, Юри ко: 
тором 10° даст ири делении на р в остатке 1, 
наи, выражансь языком теории чисел; б есть наймень: 


=== 


У СТенаа вы бала ВЕ. Пох вр 
№. сы „ й а, ак 084. Похрабоакь эврииф» 


Е 


опвых свонелел ПиЛЬХ чес 81 
шяй иокалатель, ири котором нысет места 


сравнение: 
Ца] р, 


Яоказательство прежиа : г 
что такое сравнение всегда возможно: это рн 
вается так называемой малой теоремой Ферма, 
зоклклиомейся в том, что при всяком простом р, ке 
ен чнела 10, 

М1: =1 био р 


На хоказательстве этого основного предложения, ре 
шего постоянным орулнем носледования 1 
матику, я здесь не буду останавливаться, г го 
теории чисел мы должиы заниствовать еще пр 
что наименьший показательй, в котором идет 
выше речь, либо равен числу р—Ь анбо есть 
деантель этого числа, Это мы можем применить 
к нашему числу р и получии, таким образом, что 
ей 
й 
асть пелое число М, так ые 
0; №, 
——= + её = 
р :+ 


Пели мы поэтому нак себе дроби ит, в Я аа. 
вемными в Десятичиые, то оботеетств: десатичные 


знаки люджны будут совпадать, ‘так нак разность между 
этими дробями, веть целое число. Так как < аругой сто 


роны, дробь-\" получается ив дроби 1 › перенесениеы за 


ран ворэво на © десятичных знаков, 10 отсюда следует, 
что от Чакого перенесения запятой десятичные знаки 


дроби НЫ изменяются, иными словами, что десятич- 


НЫЕ Е дроби * представляют собой но 


слеловательное повтеренне периода, состоя- 
щего из 6 цефр. Теперь покажел, ато не может 
быть меньминь периода, состоящего из 9’ в цифр, Для 
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этого нам достаточно обнаружить, что число цифр 
каждого периода удовлетворяет сравненню 10° ==1, 
ибо нам известно, что 9 есть наименьшее решение этого 
сравнения 1). Это доказательство представляет собой про- 
стое обращение прежнего рассуждения. В самом деле, из 


- условия следует, что дроби р" > вме одни я те же 
Р 


десятичные знаки; следовательно, разность этих дробей 
108" 

о есть целое число №, а потому 10” — 1 делится 
на р; таким образом, действительно, 10” ==1 (пю@ р); 
этим вполне исчерпывается доказательство. 

Я приведу еще некоторые возможно более простые и 
поучительные примеры, из которых вы увидите, что 9 
в различных случаях действительно может принимать все 
возможные значения, как меньшие р — 1, так и равные р— 1. 


Заметим прежде всего, что для дроби 3 = 9,333... число 
десятичных знаков д = 1; в самом деле, уже 101 = 1 (то4 3). 
Далее мы находим, что для дроби ь = 0,09...6 =2н, со- 


ответственно этому, 
10:==10, 108==1 (то4 11). 


Наивысшее значение д ==р— 1 мы встречаем при раз- 
ложении дроби 


т = 0,142857 142857.. ; 


здесь д=6. И действительно, нетрудно видеть, что по 
модулю 7 а 
101 =3, 10:==2, 103==6, 10% =4, 10 =5 и, наконец,108 =1. 
Я хочу также несколько остановиться на вопросе, со- 
держащемся в шестом пункте предыдущего перёчис- 
ления, именно, на непрерывных дробях. При этом 
я не буду здесь, однако, приводить обыкновенного отвле- 
ченного арифметического изложения, которое вы найдете 
во многих других сочинениях, например у Вебера-Вельш- 


1) Если это предложение будет доказано н мы допустим, что суще- 
ствует период, содержащий #’< д цифр, то будет существовать число 
9’ < 6, прн котором 105 =1 (то4 р); это противно условию. Ред. 


ОСОБЫЕ СВОЙСТВА ЦЕЛЫХ ЧИСЕЛ 63 


тейна. Напротив, я воспользуюсь случаем, чтобы вам 
показать; какую ясную и понятную форму приобретают 
вопросы теории чисел при наглядном геометрическом их 
изложенни. К тому же, прибегая к этим геометрическим 
приемам в области теории чисел, мы возвращаемся только 
к тем путям, по которым шли Гаусс и Дирихле. Лишь 
новейшие математики, начиная, примерно, с 1860 г., изгнали 
эти методы из теории чисел. Само собой разумеется, что 
здесь я имею возможность кратко привести только ход 
рассуждений и важнейшие теоремы без доказательств; я 
естественно предполагаю также, что начала элементарной 
теории непрерывных дробей вам небезызвестны. Впрочем, 
обстоятельное изложение вы можете найти в моих лито- 
графированных лекциях по теории чисел 1). 

ы знаете, как разкертывается данное положительное 
число © в непрерывную дробь: мы выделяем нанболь- 
щее целое число п», содержащееся в 0), и полагаем: 


® = ПГ, 
где 
а 0<»< 1; 
далее с дробью — мы поступаем так же, как с числом 0. 
Го 
1 
— =. + /. 
т 1 Г ь 
где | 
0 <"< 1, 
н этот процесс ведем дальше: 
1 
== ть 0<г.<1, 
1 


0< < 1, 


1 
=: + г» 
"з 


вое х па в о я 


Если © есть рациональное число, то этот процесс 
обрывается после конечного числа ступеней; если же ® 
есть иррациональное число, то процесс продолжается 


1) См. также П том собрания математических сочниений Клейна: 
Е. ыы т“ шафетаНзсне АБпап4!ипреп“, Ва. Ц, Вей 1922, 
стр. —21. 
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бесконечно. Во всяком случае мы будем писать кратко: 
„разложение числа @ в непрерывную дробь": 


1 
хе 


НИНЕ 
| п -- = 
1 шв... 
В виде примера приведу разложение в непрерывную 


дробь числа“: 


я =3/14169065...=34+ — 
т 


Если мы оборвем непрерывную дробь на первом, вто- 
ром, третьем... частном, то мы получим рациональные, 
так называемые „подходящие дроби“: Е 


1 
ей г т т ит 1 
о г] 1 
п+- 
т 


Этн дроби представляют собою чрезвычайно хоро- 
шие приближения к числу 0; выражаясь точнее, 
каждая из них дает самое лучшее прибли- 
жение, какого только возможно достигнуть, 
не увеличивая знаменателя приближенной 
дроби, 

Благодаря этому свойству подходящих дробей теория 
непрерывных дробей приобретает практически важное 
значение во всех тех случаях, где нужно выразить ирра- 
циональные числа или даже рациональные дроби, но 
имеющие больших знаменателей (например десятичные 
дроби со многими знаками), возможно простыми дробями, 
т. е. дробями с возможно меньшими знаменателями. На- 
сколько хорошее приближение мы получаем, можно видеть 


„корень 
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из следующей таблички, содержащей обратное перечис- 
ление первых подходящих числа л в десятичные дроби. 


; л = 3,14159265... 

го 

=3 2:22 .—-314085.... 22 ..333 = 

р 3, : = 3,14285...; то = 3»141509..., 


° 1 # 
№ — 355 =. 314159290... 
13 

Кстати, вы замечаете на этих примерах, что подхо- 
дящие дроби попеременно то больше д, то меньше этого 
числа; это есть, как известно, 
общее свойство подходящих 9 

/ дробей: развертывая чи- 
сло © в непрерывную 
дробь, мы заключаем 
его при помощи под- 
ходящих дробей в пре- 
делы, постоянно су- 
живающнеся сверху и 
снизу. 

Оживим теперь всё эти 
вещи при помощи геометри- 
ческого образа. С этою целью 
представим себе в положи- 
тельном квадранте плоскости 
ху ов (предполагая, что мы 2 
ограничиваемся положитель- ” 
ными числами) все точки, © 
которые имеют коор- 
дннатами целые числа: 
они образуют так называемую „сеть точек“ 1). Будем рас- 
сматривать эту* сеть — я мог бы даже сказать это „звезд- 
кое небо“ — точек из начала координат 0 (фиг. 13). луч 
идущий от начала к точке х=а, у= 6, имеет уравнение: 


я _@ 
#8’ 
и обратно, на каждом луче * = 4, где 4 есть рациональ- 
——_—_—_—_———__— 
у 


с 


: Фиг. 13. 


1) „Рипкаег“ — . 
Ма к И ы ИИ новый термин, который был введен 


5. ©. Клейн. Элементарная математика, 
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ное число (: лежит бесчисленное множество целочислен- 
5? 


число. 
ных точек (та, тб), где т есть нЕ Зент ара 
Таким образом из точки О во всех ОЕ и 
ных направлениях и только в ен ри Чек 
точки нашей решетки; поле зрения по нк а, 
полнено „звездами“, но оно еще не своб и 
оно не заполнено ими непрерывно, оно ка 


х т 
\ м луче-— = @, где 
„млечный путь". На иррациональном лу я 


ле- 
о есть число иррациональное, = 
довательно, ни одна Е а 
факт, замечательный уже и сам по се . НЯ 
такого рода прямая, выражаясь терь к 
дедекиндово определение иррациональн Ра 
водит сечение в области всех Е Е. 
точек; именно, она разбивает их на Е ри и 
расположенных справа и слева от Вы и Не р 
сим себя теперь, где же у нашего луча о 
от друга эти группы, то мы придем к р ГИАВЕРЕ 
тересному свойству разложения о о = 
дробь. Именьо, если мы отметим то ки т ы 


Рг в разложении 
о-в тствующие каждой полх' д щей дроби ^ Е 

чи, 
чи ‘ла ® (р, и 4, суть числа первые между а и 
идущие к Этим точкам, должны все ближе и и 
: о ‚ 

ходнть к лучу ы = (0) и Притом попеременно, то сод 

у 


р р ние должно происхо- 
то с другой стороны; это приближе р. 
дить с такой же быстротой, с какой др 


еи 
жается к иррациональному числу ©. Я о 
приводит к следующей теореме, В НИЙ 
казать, пользуясь известными в теории ч 
п о себе, что во все целочисленные точки 
т штифтики или булавки, как на и: 
ярде. Каждую нз двух групп булавок, рас 


справа и слева от луча Е =, мы обведем нитью; еслн 
ы - г 
мы натянем каждую нить так, чтобы она охватывала со 


ыроыые 


так что нанести соответствующую фи 
бы довольно трудно. Полное же док 
ного предложения вы можете н 
монх литографированных лекциях. 


о так называемых пифагоровы 
опять воспользуемся 
в несколько иной форме. Задача о пифаго 
заключается, как известно, в том, чтобы найт 
удовлетворяющие уравнению: 
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ответствующую группу булавок и прилегала вплотную: 
к ближайшим, то она примет форму выпуклой ломаной 
линии; вершинами этой ломаной именно и будут служить 
точки р,, 9,, координатами которых служат соответственные 
числители и знаменатели подходящих дробей; при этом! 
слева будут лежать точки, отвечающие четным подходя-! 
щим дробям, а справа — нечетным. 6% 
Этим путем мы приходим к новому и, нужно сказать, 
чрезвычайно наглядному геометрическому определению ` 


разложения числа в непрерывную дробь. Приведенная! 
выше фиг, 13 относится к случаю : 


ИБ-1__ вот 


ы В ` 


т. е. к иррациональному числу, выражающему отношение 
сторон правильного десятиугольника к 
первыми вершинами двух ло 


радиусу. Здесь 

маных линий будут: 

слева: Ро == 0, Чо = 1; ра = 1, (3=2; р ==3, 4, =5,..; 

справа: ру = 1; 41 = 1; рь=2; 9, =3; рь==6, 4 =8...; 
Для числа л значения р, 4, возраста 


...у 


юг гораздо быстрее, | 
гуру на чертеж было, 
азательство указан-. 
айти в упомянутых выше 
Я перехожу теперь к седьмом у пункту, к учению. 
х числах; злесь мы 
представлениями, но 
ровых числах, 
и целые числа, 


наглядными 


а? 62 = с". (1) 
Положив га 
г =, я =, (2) 
мы рассмотрим вместо уравнения (1) уравнение: | 
5 = 1, 8) 
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к которому оно приводится при помощи преобразования (2); 
пам нужно, следовательно, разыскать все рациональ- 
ные дроби, удовлетворяющие этому уравнению. Имея 
это в виду, мы рассмотрим совокупность всех рацио- 
нальных точек ва плоскости (т. е. всех точек, которые 
имеюг рациональные воорлинаты $, 7}; Точки эти сбра- 
зуют в плоскости всюду плотное множество 1). 
Уравнение (3) выражает окружность на плоскости, 
описанную из начала координат радиусом, равным еди- 
нице; наша залача сводится к тому, чтобы определить, 
как проходит наша окружность в этом ПЛОТ- 
ном множестве рациональных точек, какие 
из них она содержит. Некоторые из рациональных 
точек, принадлежащих окружности, 
мы хорошо знаем наперед: сюда от- 
носятся, например, точки ее пересе- 
чения с четырьми осями. Но мы оста’. 
новнмся предпочтительно на точке $ 
(&=— 1, 1 =0; фиг. 14). Представим 
себе все лучи, проходящие через 
точку $; они выражаются уравненнем: 


п= (+1). (4) 


1 
Фиг. 14. 


Каждый из этих лучей мы будем называть рациональ- 
ным или иррациональным, смотря по лому. имеет ли 
париметр А рациональное значен-е или иррациональное, 

Теперь нетрудно доказать следующее двойное пред- 
ложение: каждая рациональная точка окружно* 
сти проектируется из точки $ рациональным 
лучом, и, ‘обратно — каждый рациональный 
луч (4), пересекает окружность в рациональ- 
ной точке. 

Первая половина непосредственно ясна *). Вторую мы 
докажем прямым вычислением. Именно, подставляя вы- 


1) См. стр. 45. ь 
2) В самом деле, если прямая (4) прохолит через какую бы то ни 


было рациональную точку $» И» отличную от $, тов ее уравнении 


А = те ‚т.е. А имеет рациональное значение. Ред. 
16 - 
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ражение (4) для 7 в уравнение (3) 
мы пол - 
циссы точки пересечения уравнение: а 


2+4 ($+1}=1 
или 
(1 - 13) + 242 &- 22 —1=0, 
Но один корень ($ == —1), соответствующий точке $5, нам 


известен; дия другого корня 
у мы прое’ 
а о иь рослым вычислением 


1—2 
$ тра; (5а) 
а тогда уравнение (4) дает для орд’ наты: 
ды 
1’ (55) 


при рациональном А мы, таким об 
разом, действи" 
получаем рациональную точку пересечения, и. 
ео те и предложение можно еще 
: ациональные точки р 
наше 
а формулами (5), р: 
е рациональное число 5 
. . эт 
наша задача собственно решена; нам остается только на 
лать переход к целым числам. Для этого мы полагаем: 
ь и. 
т 
где пи т суть целые числа; 
и у сла; тогда выражения (5) принн- 
т — п 2тп 
а , тие 
ие + п т? п? * 


О. а всех рациональных решений урзв- 
ь упность всех целых реш 
е 
а уравнения (1), т. Е нь 
сла, содержат 
я ‚ ржатся, стало быть, 


а = т — 0, фб=ота, се = т?-| п; 


отм отсюда все решения, не имею- 
щие общих делителей, если числа тип про- 
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бегают через все пары чисед, первых между 
т ыы таким образом, к чрезвычайно о 
решению этого вопроса, которое обыкновенно получаете 
при помощи весьма абстрактных соображений. я 
Здесь я хочу кстати остановиться на так называем 
‚ великой. теореме Ферма“. Я поступлю совершенно в духе 
д ренесу вопрос о пифагоровых 
‚ древних. геометров, если перен о реа 
числах, прнноровленный в обыкновенной его Я 
к плоскости, в пространство трех и более высокого их 
‘измерений, и именно следующим образом: ры 
чтобы сумма кубов двух целых чисел представляла с к 
полный куб? или возможно ли, чтобы сумма четверт х 
степеней представляла собой полную четвертую степень 
Вообще, может ли уравнение 
х* И: у" ыы уз 
{ \ ; й 
5 елом п быть разрешено в целых числах: 
Ая отрицательный ответ на этот вопрос; ответ 
‚этот заключается в следующей теореме, носящей имя се 
‚автора: уравнение 
и - 


не имеет целых решений ни при каком л, 
2, 
ее -. ыы мне начать с некоторых исторических све- 
дений. Ферма жил от 1658 до 1665 г. и был в Тулузе 
‘советником парламента, — стало быть, юристом. Но он 
много ‘занимался математическими вопросами и пригом 
настолько плодотворно, что его следует отнести к числу 
величайших математиков. Ферма может быть вполне за- 
. служенно отнесен к числу основателей аналитической 
геометрии, исчисления бесконечно-малых и теории вероят- 
ностей; но особенно важное значение имеют его труды 
в области теорни чисел. Однако все результаты, полу- 
ченные им в. эгой области, оставлены им в виде пометок 
ина полях экземпляра Диофанта, знаменитого эллинского 
математика, написавшего книгу по теории чисел около 
300-го’ года н. э., т.е. приблизительно через 600 лет после 
Евклида. Эти заметки Ферма были опубликованы его сы- 
пом лишь; через 5 лет после его смерти; он сам при 


о вы 


СЕНЕ 
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‹кизни’их не печатал. Среди: этих заметок имеется т1кже 
И „великая теорема“, о которой теперь идет речь, с при- 
пиской; я нашел „воистину удивительное доказательство, 
но за недостатком места не могу его здесь привести“ 1). 
Однако по настоящее время не удалось найти доказа- 
тельства.этого предложения. 

Чтобы несколько ближе ориентироваться в содержа- 
нии этой теоремы Ферма, мы, как н в случае п=2, по- 
пытаемся сначала найти рациональные решення уравнения: 


5-1" = 1, 


т. е. постараемся выяснить себе положение выражаемой 
этим уравнением кривой относительно рациональных то- 
чек плоскости. Фиг. 15 и 16 приблизительно изобра- 


Фиг. 15. . Фиг. 16, 
жают кривые, соответствующие значениям Л =3Зи п = 4. 
Они, во всяком. случае, содержат точки 
5=0, у=1 и $ =1, д=0 
н при й = 4 соответственно точки 
5=0, = -1 иё = 1, 1=0. 

Утверждение Ферма сводится, таким образом, к тому, что 
эти кривые в противоположность рассмотренной выше 
окружности извиваются во всюду плотном множестве ра- 


циональных точек, не проходя ни через одну его точку, 
кроме упомянутых выше, 


1) См. издание сочинений Ферма Парижской Академии, „Оецутез 
ае Вегпай*. т. 1 (Рамз 1896), р. 241. > 
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Интерес этого предложения заключается и 
зательства до сих 
в том, что полного его дока ее 
а отр‘ бленные к у 
сь найти, несмотря на все уп р 
ка. Чо касается попыток локазательсива Е 
} есте приходится назва 
ения, то здесь на первом м 
мера (Киттег), существенно С я 
этот вопрос в 
вперед. Куммер привел и 
й ости, с числами, к р 
ал `ебраических чисел, в частн ‚сч 
Е задача о делении окружности на равные частн 
Пользуясь корнем л-й степени из единицы 


224 


08 
бей ера, 
п п 


можно разложить разность 2” — У" на линейных` множи- 
телей; уравнение Ферма принимает тогда вид: 


х = (2—7) (2—7) (2—8)... (2—9); 


иными словами, пя степень числа должна ить 
множителей, которые анных пе о т 
яются из чисел уни2и } 
сел Куммер построил ме т 
м, которые издлвна известн 2 
ет оао о п 
числа на простых множителя о ии 
мы говорим теперь о целых зягебранческ и 
ности, о целых числах, к которым приводит задач: 
РИ окружности на равные части НЫ 
Куммера предложение Ферма является т р ни 
жении на множителей в области чисел 8 ``, т не 
соображений, он и пытается доказать а а 
действительно удалось для значительного боль а 
значений показателя п; в частности, например, предя ны 
им доказано для всех показателей, которые и шь 
Но между большими числами оказываются искя нии, 
освободиться от которых не удалось ни ему, ни р 
шим математикам, следовавшим его пути. Я выну я 
здесь естественно ограничиться этими указаниями; подр 


1) Область целых чисел $ есть совокупность всех чисел вида: 


#1 
а) аЕ-- а +... На, 


где & есть указанный выше корень и-Йй стешени из единицы. 
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ности о состоянии этой задачи вы найдете в „Математиче- 
ской энциклопедин“, в конце реферата Гильберта „О теории 
алгебраических чисел“. Гильберт сам принадлежит к числу 
тех, которые продолжали и развили исследовавия Кум- 
мера 1). 

Вряд ли можно сомневаться, что „удивительное“ до- 
казательство Ферма не падало в эту область идей. Трудно: 
думать, чтобы он владел операциями над алгебраическими: 
числами в ту пору, когда относительно мнимых чисел 
математики еще не были достаточно ориентированы,— 
когда была еще в зачаточном состоянии самая теория: 
чисел, которая именно благодаря глубоким исследованиям 
Ферма получила импульс к дальнейшему развитию. С дру- 
гой стороны, очень мало вероятно, чтобы такой матемя- 
тик, как Ферма, в своем доказательстве допустил ошибку, 
хотя такого рода случаи и бывали у величайших мате- 
матнков. Нужно думать поэтому, что он нашел доказа- 
тельство благодаря какой-лнбо особенно удачной, простой‘ 
идее. Но так как мы не имеем никаких указаний, которые 
позволили бы донскаться этой идеи, то полного доказа- 
тельства теоремы Ферма можно, повидимому, ожидать 
только путем систематического, развития работ Куммера. 

Эти вопросы в настоящее время особенно привлекают 
внимание потому, что Гёттингенское ученое общество. 
располагает в настоящее время премией в 100000 марок 
за разрешение задачи Ферма. Это есть завещание, скончав- 
шегося около года тому назад, математика Вольфскеля 
из Дармштадта, который, вероятно, всю жизнь занимался 
этим вопросом н оставил часть своего громадного сс- 
стояния ‹частливцу, которому удастся либо доказать это 
предложение во всей его общности, либо Проверить 
его одним противоречащим ему примером *). Однако 


1) Схолное изложение элементарных исследований, относящихся 
к теорезе Ферма, можно найти в сочинении Р. Вас Ншап п, „Георема 
Ферма“, Берлин 19:9, См. также русское сочинение А. Я. Хинчина 
„Великая те, рема Ферыа". Москва 1927. 2-е изд. 1932 г. 

:) Полрооьое изаожение усл вий соискания премин было опубли- 
ковано в „МаспгиН:ет ег Сесебенай ает \М/кзензсвай ты Сб треп- 
резсваь ве АииеНипеси 1968 ‹тр. 103 м перепечатано во многнх матема- 
тик ских ж\ рналах. (м., например, Машетанзсве Аппаеп, Ва. 66, ср. 
143; ошпа! г Мапетаик, Ва. 133, стр. 313. Нужно, впрочем, отме- 
тить, что свою валюгную ценность премия давно утратила. 
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конечно, нелегко, так как для 
ее те Е ста, теорема уже Я 
ее иходится, таким образом, оперировать над р. 
абы "большими числами. Что должен ИИ хрул 
ош ить эту премию математик, знакомый с р 
р мера и его последователей, это ясно из В 
рее ою выше; но большая публика другого мн ее 
ЕЕ мете. В конце лета этого года извес т 
ыы 6 а. аспространено газетами (которые, впроче 
и. ее уполномочены); с этого ЕЕ у НЕ 
а же целый склад доказательств. а 
а инжемерни народные учителя, свяще ны 
м, мы ит. д.— являются авторами этих р: т 
о. о ех этих работах лишь то, что их ие 
а № малейшего представления о серьезном м ы 
Свет Я значенни проблемы; они не делают а и 
ей попытки р ее в 
обычна а в ранено: неизменно попадают а 
Е несообразностях, которые появляются р а 
ыы ы зведениях, можно прочесть В критичес ЩенЫ 
В пожабных о еыЯ ря мы не 
количестве в журнале „Агс = , и. 
а оны хм, ХУ, ХУ ХУПи ХУШ О и 
а могу нс о а ой, Человек, 
газительный пример из 


не знающий значения знака >>, вместо 
ху =Е (п>2) 
‘читает: 
ху" = (1-2) 
и, конечно; уже при п =1 находит решение уравнения: 
) ’ 
ху =2.3. 


Это открытие он шлет Гёттивгенскому а 
не математиков такими АМА, Я 3 
<обпы за это дать такую премию. Но и И и 
‘‚матическая мысль получила благодёря всему 

"Мо 
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толчок к тому, чтобы заняться теоремой. Ферма; действи- 
тельно, здесь можно уже отметить некоторые успехи, 
хотя самое решение проблемы все еще остается очень 
далеким. Так, Виферих 1) нашел очень простой признак 
(критерий), состоящий в том, что уравнение Ферма 


№ у’=г” 


при’ нечетном простом показателе р только в том случае 
может быть разрешимо в простых относительно р целых 
числах, если 2’— | делится на р?. Более краткие доказа- 
тельства н обобщения этой теоремы дали Фробениус ?) 
и Д. Мириманов 3). С другой стороны, следует еще’ на- 
звать заметки Ф. Бериштейна %), Гекке 5) и Фуртвенглера $), 
которые исходят нз теории алгебраических ‘числовых 
корпусов. 

Теперь обратимся к восьмому из перечисленных выше 
пунктов, именно: к задаче о делении окружности 
на равные части. Я буду при этом принимать, что дей- 
ствия над комплексными числами вида х--}'{ н изображение 
их на так называемой „комплексной плоскости“ всем вам 
уже известны Итак, задача заключается в том, чтобы раз- 
делить окружность на п равных частей или 
построить правильный п-угольник. Мы возьмем 
окружность, описанную радиусом, равным единице, из 
нулевой точки комплексной плоскости и примем точку 
ху: =1 за первую из п точек деления; тогда комплек. 
ные числа, соответствующие остальным вершинам, имеют 
внд (фиг. 17): 


Эка 
с 
ах! сов И рат ея (ИО, 1... п) 
С п п 


1) А. \теГег1с В, „юигпай И МаШетанк“, 15 Моу., 1909, 
8) С. ЕгоБеп! из, .ЗНипрЬей“Ще Чет Кавегсвеи РгенввсНеп 
Акафетие“, ВегИп, 2 Осх. 1909 ипа 24 Ееьг, 1910, а также „Ллопгвй Ик 
Мастацк*, 137 (1910). $. 314 

3) 2. Маг! тапо1, „|”Еизааветети Ма таиаие“, 15 Мот. 1909. 
Сотриез Кевфиз Че 1’Асадепие 45$ Заепсс$“. Рапь, 24 Зап. „Лоигиа На 
Машетацк*, 139 (1911), $. 309. Й 

Е. Вегизфе!и, „Масписвен (г КазейюВен ОезейзепаН авг 
\/15зепесраНеп* СоШшреп, ма — рВуз. К|., 1910, $. 482. цпа 3, 507. 

8) Е. Неске, там же, 1910, $. 240. 

в) ры. ЕцгЕматя[ег, там же, 1910, $. 554. 
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Они удовлетворяют поэтому уравнению: 
=1, 
окружности на равные части сводится 


остейшего алгебраического уравнения, 
‘ие постоянно имеет рациональный 


корень 2 = 1, 10 двучлен 2^—1 делится на 2—1, и по- 
тому мы для остальных корней получаем уравнение: 


при... а+1 =0, 
в котором все коэфи- 


и задача о делении 
к решению этого пр 
Так как это уравне: 


Это есть уравнение (п — 1)-й степени, 


циенты равняются единице. 
и вызывал большой интерес 


Уже в глубокой древност 
авильные многоуголь- 


вопрос о том, какие пр 
никн можно построить цир- 

кулем и линейкой. В древности 
же было уже известно, что при 
п— 2, 3, 5 (где Й есть произволь- 
ное целое число), а также для со- 
ставных значений: п=^.3, 
п=9*.5, пП=2^.3.5, эта задача 
шается; на этом пункте вопрос 
остановился вплоть до конца ХУШ 
столетия, когда им занялся молодой 
Гаусс. Он нашел, что для всех 


простых значений М, имеющих вид: 
п= 289 +1, 


возможно деленне окружности на равные 
части циркулем и линейкой; при других же 
значениях оно невозможно. И действительно, 
первые значения и=0, 1, 2, 3, 4 дают в этой формуле 
простые числа: 5, 17, 257, 65537. Из них первые два 

ны раньше, а остальные 


случая были уже хорошо извест 
являются новыми. Особенно знаменит правильный семнад- 


цатиугольник, построяемость которого посредством цир- 
куля и линейки была в этом соч'нении в первый раз 
обнаружена. Впрочем, общий вопрос о том, при каких 
значениях показателя д предыдущая формула дает простые 
числа, остается и по сей день нерешенным. Я н здесь не 
буду останавливаться на деталях, а предпочту. изложить 


фиг. 17. 


пл авиа ео 
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а чение этого открытия; подроб- 
вы а в книге тать 
о этому поводу я считаю с ‚ 
рт ваше а на Е ен А 
В нь —й и Аппа!еп“ (1903) 
г | ання сочинений Гаусса (1917). 
ео ны 
лось 19 лет. Как раз первая запись от а о, 
а носится к вопро 
Е правильного Е аи 
нял иОичаЗеЛЬНОе а а 
я матема . 
ое ии „будет очень интересно о 
Вт И не Ш как здесь можно проследить и за даль- 
а щимися работами Гаусса, относящимися 
Е ох теорин эллиптических функций и т. д 
. а это первое крупное открытие Глусса’ 
ты вано в визе краткого сообщения в „Тепа 
р И от 1 июня 1796 г. Это было сделано ры 
и и покровителя Гаусса, Циммермана из 
и тор поместил также и от себя короткую 
НУ 2 статье 1). Доказательство Гаусс дал 
овном сочинении по теории чисел: „Г 
т. аИтеНнсае“, опубликованном в 1801 и т 
ее И По также и вторую, отрицательную 
о ы ения, которой в упомянутой заметке не было 
рые не бы оееа | а. __. 
деление окружности на равные т ми 
сти . 
ко циркулем и ЕКО 
о ее здесь один частный случай этого 
О о тельства невозможности, тем более, что 
и атематической публике имеют очень мало 
я о доказагельствах невозможности вообще. 
р Ию удалось при помощи такого рода 
и невозможности исчерпать целый ряд знаме- 
х проблем, над которыми с древних времен тщетно 


з 7 А ея 
) Эга заметка также пе пе 1$С] ит 
стр. 6, 1993, репечатана в 57 томе „Ма’ВетазсН ,. 
Р. а также в томе Х, 1 полного собрання сотименнй Гаусса 191) 
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трудились многие выдающиеся математики. Достаточно 
указать на задачи; о построении правильного семиуголь- 
ника, о трисекции . угла и квадратуре круга. При всем 
том. имеется много людей, которые и по сей день зани- 
маются этими задачами, не только не имея никакого пред- 
ставления о высшей математике, но и не зная даже по- 
становки вопроса о доказательстве невозможности; с0“ 
образно свонм познаниям, ограничивающимся обыкновенно 
элементарной геометрией, они обыкновенно пытаются 
преодолеть затруднения вспомогательными прямыми и 
окружностями н, в конце концов, нагромождают их в таком 
количестве, что никто нё в состоянии разобраться в по- 
лучающейся путанице и непосредственно-показать автору 
его ошибку. Вы напрасно будете ссылаться на суще- 
ствующее доказательство невозможности, так как на этих 
людей в лучшем случае можно повлиять только прямым 
указанием допущенной ими ошибки, Каждый сколько-ни- 
буль известный математик каждый год получает целую 
уйму такого рода посланий; и вы будете получать такие 
доказательства в большом количестве, когда будете стоять 

дела. Очень хорошо, чтобы вы вперед были готовы 
к этим переживаниям и знали, как себя в этом отношении 
держать. Я полагаю поэтому, что вам будет полезно озна- 
комиться с одним из таких доказательств невозможности 
в простейшей форме. ь 

Вот я н хочу изложить вам теперь подробное доказа- 
тельство того, что правильный семнугольник не может быть 
построен циркулем и линейкой. Известно, что каждое по- 
строение, пронзволимое циркулем и линейкой, при пере- 
холе к вычислению эквивалентно целому ряду последо- 
вательных извлечений квадратного корня и что, обратно, 
каждое такое квадрато радикальное выражение может 
быть осуществимо геометрически пересечением прямых и 
окружностей. Это вы и сами себе легко уясните. Поэтому 
наше утверждение мы можем аналитически формулиро- 
вать так. что уравненне шестой степени: 


ао ачаи-а+1 0, 
характерное для правильного семиуголь- 


ника, не может быть разрешено при помощи 
конечного числа квадратных корней, Но это 
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а 
так называемое возвратное уравнени`, которое одновре 


менно с каждым корнем 2 имеет еще корень — . Это и 

у , 

6 дет тотчас видно, если мы напишем равнение в таком 
у 


а 
Г ты о (1) 


Степень такого | 
уравнения может быть } 
я сраз 
Е ‚ если положить 2 '=хн привить и алое 
еизвестное. Простое вычисление дает для х куб ОЕ 
уравнение: ты 


№8 — 2х —1=0, (2) 


о по реистввнно, что уравнения (1) и (2) 
Е м вы в квадратных радикалах, 
вести в о р + 
метрическую связь с построе- 
нием правильного семиугольннка. 
Из фиг. 18, изображающей в ком- 
плексной плоскости окружность 
радиуса, равного единице, легко 
усмотреть следующее: если мы 


обозначим через ый 
рез ф я Чентраль- 


ный угол правильного семиуголь- 
Е примем во внимание, что 2== 0$ Ф--Е $п 
не суть две вершины, смежные с о 
и. ‚ то окажется, что Х==2 с03 ф; поэтому по 
У НЕЮ |. легко построить семиугольник 
обнаружить, что куби з 
нение (2) не разреша . драва еда: 
ется в квадра 
я ратных ради- 
не а = Е распадается на мы 
Ё части; мы начнем сп й 
которая, естественно, при : мы о 
. мыкает к тем вопрос: 
чисел, которыми мы. здес : баны 
ь занимаемся. Мы об 
о ь обнаружим 
т т м ры ИВО (2) о рараныю, 
может быть разбит. 
множителей с рациональ - Зи 
ными коэфициентами. 3: 
к н. Заметим 
режде всего, что полином третьей степени, если он раз 


Фьг, 18. 
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лагается иа множителей, необходимо имеет линейного 
множителя, и потому разложение должно иметь вид: 


жа — 2х —1 = (а Вх) (х+а); 8) 


нам нужно поэтому доказать, что такое разложение не 
может иметь места. 

Если бы такое разложение имело место, то уравнение (2) 
необходимо имело бы рацнональный корень — а. Поло- 


жим — а = Е. где ри 9 — целые взаимно-простые числа. 


Если бы эго число удовлетворяло уравнению (2), то 
имело ба место равенство: 


р* + р°9 — 24° — 4 =0. 


Но в таком случае число р* делилось бы на 4:а; так 
ках ри 9 — числа взаимно простые, то и самое число р 
Долилось бы на 9. Но совершенно так же можно показать, 
чго 4, а следовательно и 4, делится на р. Итак, рн а 
должны были бы быть целыми, взаимно простыми числами, 
которые, однако, делятся друг на друга. Ясно, что это 
возможно только в том случае, когда р=-9=-\. 
Иными словами, угавнение (2) должно было бы при этих 
условнях иметь корень, равный - 1. Но непосредственное 
вычисление обнаруживает, что эго места не илеег. Сде- 
ланное допущение, такнм образом, неправильно, т. е. раз- 
ложение (3) не имеет места. 

Вторая часть доказательства должна теп ръ злклю- 
чаться в том, чтобы обнаружить, что неприводи зое 
кубическое уравнение с рациональными коэ- 
фициентами не может быть разрешено при 
помощи квадратных раднкалов. Эта часть до- 
казательства имеет существенно алгебранческий ха- 
рактер; однако для цельности изложенаяя мы приведем 
его здесь. Мы дадим нашему пре ложению несколько иное 
н именно положительное выражение. Если уравне- 
ние третьей степени с рациональными коэфи- 


циентами 
10) ==^3- Ах + Вх С=0 (4) 


решается в квадратных радикалах, то оно 
необходимо имеет рациональный корень, а 


Ка але вавилон дыни бы львы и шк ыы м шт ыы шить ща 
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потому будет приводимым; в самом деле, су- 
ществование рационального корня « равносильно тому, 
что функция | (х) имеет рациональный множитель х —а. 

му доказательству необходимо предпослать класси- 
фикацию всех выражений, составленных из кгадратных 
радикалов, — вернее сказать: всех выражений, составлен- 
ных из конечного числа квадратных корней и рациональ- 
ных чисел при помощи рациональных операций; например: 


где а, 6,.../ суть рациональные числа, есть такого рода 
выражение. Мы здесь, естественно, имеем в виду только 
такие радикалы, в которых нельзя произвести точного 
извлечения корня. Эта классификация составляет важней- 
ший пункт всего рассуждения. 

Каждое выражение такого рода представляет собой 
рациональную функцию некоторого числа квадратных 
радикалов, в нашем примере трех. Мы обратимся прежде 
всего к одному из этих радикалов, который может иметь, 
впрочем, сколь угодно сложное строение. Под по- 
рядком такого радикала мы будем разуметь 
число входящих в его состав и стоящих один 
внутри другого радикалов. Таким образом в пре- 
дыдущем выраженни знаменателем служит радикал 3-го 
порядка, в числителе же первый радикал имеет порядок 2, 
кор — порядок 1. 

произвольном квадрато-радикальном выражении (т. е. 
в выражении, составленном из квадратных радикалов) мы 
по этому правилу устанавливаем числа, выражающие по- - 
рядок отдельных „простых квадрато-раднкальных выра- 
жений“, из которых уже составляется рационально все 
наше выражение и которые не сводятся к радикалам низ- 
шего порядка; наибольшее из этих чисел и принимается 
за порядок всего выражения. В нашем примере и =3. 
Однако в состав нашего выражения может входить не- 
сколько „простых квадрат’ -радикальных выражений“ по- 
рядка и; число их п, так называемое „число членов“ ради- 
кального выражения, мы примем за второе характерное 
число нашего выражения. При этом предполагается, что 


6 Ф. Клейн Элементарная математика, 
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ни одно из этих п простых выражений #-го НЫ не о 
жается через остальные с помощью выражени на 
порядка 1). Так, например, в выражении первого поряд 
УЗ+ УЗ+ Уб 
число радикальных членов есть 2, а не 3, потому что 
Уб = И2. ИЗ. В приведенном выше выражении а 3-го по- 
о членов равно 1. 
РР акны образом о, квадрато-радикальному лы: 
жению мы отнесли два конечных числа и и п, котор Е 
мы в виде символа (и, п) будем называть Ни 
или рангом выражения. Из двух И 
выражений различного порядка мы припишем а т 
ранг тому, которое имеет низший порядок; из а 
выражений одинакового порядка мы пи р 
ранг тому, которое имеет меньше членов. аким о р: о 
выражениями самого низшего ранга являются а р 
соответствует порядок 0, т. е. а чи = т 
Предположим теперь, что корень х, кубическо ут 
нения (4) может быть выражен через квадратные ра 
калы и именно может быть представлен выражением 
ранга (м, п). Выделяя один из п членов и го порядка ИЕ, 
мы можем написать этот корень в виде: 


_ а+вуиВ 


2-2 яя : 
Ув ИЮ 

где каждое из выражений а, В. у, 6 сотержит уже бо- 
лееп —1 членов м-го порядка, а Ю есть выражение (и— )-го 
порядка. С другой стороны, выражение у— 9 УВ, во — 
ком случае, отлично от нуля, иначе радикал Ию рр 
равен 7/4, т. е. выражался бы рационально через ос Ве 
ные (п—1) членов и-го порядка, фигурирующие в ея 
жении Х:, а потому был бы лишним радикалом. от т 
можно было бы освободиться. Мы можем те 
множить числитель и знаменатель дроби х; на у— Я 
и тогда получим: — о 

х _@-вУЮО-УЮ Зр+оуЮ, 

1 у— 9 Ю 
1) То-есть не выражается через осталыш 
с коэфициентами низшего порядка, 


ые радикалы и-го п'рядка 


еде 


ПЕ еще ава" 


рати: 


ее: баеана кеты 
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где Ри © су!» рациональные функции ол а, д у Чи Ю. 
а поэтому содержат не более п —1 членов и-го порядка 
или же содержат только члены более низкого порядка; 
эти выражения имеют поэтому ранг не выше (м, п— 1). 
Если мы вставим это выражение в уравнение (4), то 
получим: 


1 (5) == (Р-+ФИВЯ +А (Р-++9 ИВ} + 
+В (Р+ОУЮ+С=0. 


Выполнив все возвышения в стелень, мы приведем это 
сотношение к виду: 


1(х,) =М+МИЕ -=0, 


где ЛМ, М суть полиномы, зависящие от Р. 0, Ю, т. е. 
рациональные функцни от а, В, у д Ю. Если бы 
№ было отлично от нуля, то мы получили бы ИЮ == => ‚ 
т. е. этог радикал выражался бы рационально через 
а, Ву, ди Ю, т. е. максимум через (п —1) членов и-го 
порядка и через члены (и — 1) го порядка; но это, как 
мы уже указали выше, места иметь не может. Отсюда 
следует, что необходимо № = 0, а потому и М -=0. От- 
сюда мы заключаем, далее, что и 


х=Р-—ОНА 


есть корень нашего кубического уравнения; 
в самом деле, совершенно ясно, что 


[ (х,) = М—МИВ=0. 


Но теперь доказательство быстро и очень любопытно 
заканчивается. Если х, есть третий корень уравнения, то, 
как известно, 


ХЕХЕ Х= А, 
Хи = —А--(х Е) = ф-А-ЭР. 


Эго выражение имеет тот же ранг, что и Р, т.е. низший, 
чем х,. Если х, есть уже рациональное число, то наша 
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ворема доказана. В противном случае мы можем сделать 
ие Орель точкой отправления того же рода рассужде- 
ний; тогда окажется, что более высокий ранг двух первых 
корней мог представлять собой только иллюзию, так как 
один из них, во всяком случае, должен иметь 
еще низший ранг, нежели х,. Продолжая это рас- 
суждение, мы все переходим от одного корня к другому 
и всякий раз убеждаемся, что корень должен быть сту- 
пенью ниже. Вследствие этого мы, в конце концов, не- 
обходимо должны притти к корню порядка и=0, т. е. 
мы приходим к заключению, что наше уравнение третьей 
степь ни действительно имеет рациональный корень. Тогда 
° мы уже не имеем возможности вести то же рассуждение 
дальше; два других корня в этом случае либо также 
должны быть рациональными, либо должны иметь вид: 


Р-+ОУЮ, где Р, О и Ю суть рациональные числа. Но 
этим доказано, что функция | (х) распадается на множи- 
телей, из которых один — первой, а другой — второй сте- 
пени; это функция приводимая. Итак, никакое 
неприводимое уравнение третьей степени, 
в частностн наше уравнение правильного 
семнугольника, не решается в квадратных 
радикалах. Этим доказано вместе с тем, что пра- 
вильный семнугольник ия может быть по- 
н циркулем и линейкой. 
= Ва ви ий просто и наглядно проводится это 
доказательство и как мало познаний оно, собственно, 
предполагает. Некоторые части доказательства, особенно 
рассуждения относительно классификации радикальных 
выражений, требуют довольно серьезной математической 
абстракции. Я не берусь поэтому судить, можно ли это 
доказательство считать доказательством достаточно про- 
стым, чтобы убедить профанов, о которых шла речь 
выше, в тщетности их попыток найти элементарное ре- 
шение задачи. Все же, мне кажется, следует всякий раз 
делать попытку медленно и подробно выяснить им до- 
казательство. 

В заключение я хочу еще привести некоторую лите- 
ратуру, относящуюся частью к вопросу о правильных 
многоугольниках, частью же к вопросу о выполнимости 
геометрических построений вообще. первую очередь 
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приходится указать опять на „Энциклопедию элементар- 
ной математики“ Вебера и Вельштейна, т. | (гл. ХУШ 
н ХХ), а затем на небольшой сборник „Лекции по из- 
бранным вопросам элементарной геометрии“ 1), который 
я выпустил в 1895 г. по поводу съезда старших препо- 
давателей в Гёттингене. Книжка эта, однако, уже вышла 
из продажи. Вместо нее могу указать недавно выпущенный 
в Болонье Энрикесом сборник под общим заглавием 
„Вопросы элементарной геометрии“ *), который ориенти- 
рует ‘вас в этнх вопросах. 

Этим я заканчиваю обзор вопросов, относящихся 
к теорин чисел, оставляя последний из них, — доказатель- 
ство трансцендентности чисел—к концу лекций. 

Мне остается рассмотреть последнюю ступень в деле 
расширения понятия о числе, 


ГУ. КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА. 


1. Обыкновенные комплексные числа, 


Позвольте мне предпослать несколько исторических 
указаний о развитии этих чисел. Впервые мнимые числа 
появляются в 1545 г. у Кардано (Сагаапо), но и то слу- 
чайно, при решении кубического уравнения. Относительно 
нх дальнейшего развития можно повторить замечание, 
сделанное нами по поводу отрицательных чисел: помимо 
и даже против воли того’или другого мате- 
матика, мнимые числа снова и снова по- 
являются прн выкладках, и лишь постепен- 
но, по мере того как обнаруживается польза 
от их употребления, они получают все более 
и более широкое распространение. 

Конечно, математики делали это не с легким сердцем; 
мнимые числа долго сохраняли несколько мистиче. 


1) Е. К1е! ип, Уонгаре вет аизрехуанИе Егареп 4ег Еетешагрео- 
шеёче, аибреагБе(е{ уоп Е. Тареге. Гефар 185 Имеется русский 
перевод под указанным в тексте заглавием, изданный Казанским физико- 
математическим обществом в 1808 г. 

3) Е. Евг! ацез, Оцезюй Приа’дап! 1а деотеа е1ет езМаге, 
Воюрпа 1907. Немецкий перевод выпущен Тейбнером под заглавием 
ей 4ег Еетещагееотейе“. Есть русский перевод изд. «Физика» 

Е 


86 АРИФМЕТИКА 


скую окраску, какую они и теперь еще имеют в гла- 
зах ученика, который впервые слышит 0б этом удиви- 
тельном 1 == У — Т. Для подтверждения я хочу привести 
вам одну крайне характерную фразу Лейбница, относя- 
щуюся к 1702 г.; вот она: „Мнимые числа — это прекрас- 
ное и чудесное убежище божественного духа, почти что 
сочетание (атр 1 ит) бытия с небытием“. В ХУШ в. 
логическая сторона вопроса еще нисколько не выясняется; 
но благодаря Эйлеру устанавливается основное зна- 
чение мнимых чисел в теорни функций: 
в 1748 г. Эйлер нашел удивительное соотношение: 


ее = созх + [шт х, 


вскрывающее внутреннюю связь тех видов функциональ- 
ной зависимости, которые встречаются в элементарном 
анализе. Лишь ХХ в. принес с собой логически 
ясное понимание сущности комплексных 
чисел. Здесь прежде всего надо указать на геоме- 
трическую интерпретацию, к которой почти одно- 
временно пришли многие исследователи на рубеже двух 
столетий. Достаточно будет указать на того, кто, не- 
сомненно, наиболее глубоко проник в сущность вопроса 


и дольше всех оказывал влняние на ученый мир, на на-- 


шего Гаусса; уже в 1797 г., как видно из упомянутого 
выше его дневника, он вполне владел этой интерпрета- 
цией, но он опубликовал ее лишь гораздо позже. Вторым 
завоеванием Х1Х в, является создание чисто фор- 
мального обоснования комплексных чисел, которое 
сводит это ученне к теории веществениых чисел; им мы 
обязаны английским математикам 30-х годов, о чем вы 
найдете более подробные сведения в цитированной уже 
книге Ганкеля (стр. 66). 

Остановимся подробнее на этих двух способах 
обоснования теорни мнимых чисел, господ- 
ствующнх по настоящее время. Станем сперва 
на чисто формальную точку зрения, согласно 
которой правильность образования новых понятий обус- 
ловливается не значением самих объектов, а отсутствием 
внутреннего противоречия в правилах действий. С этой 
точки зрения ввеление комплексных чисел представляется 


КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА 87 


в следующем виде, свободном от всякнх следов чего- 
либо таинственного: : 

.1. Комплексное число х-+-Гу есть соединение 
двух вещественных чисел х, у в одну число - 
вую пару, относительно которой принимаются сле- 
дующие положения: 

2. Два комплексных числа хи. ху 
считаются равными в том и только в том 
случае, если х=х’, у=у’. 

3. Сложение и вычитание определяются так: 

ИЕ НУ) =) +10). 

Легко видеть, что при этих условиях остаются 
в силе все правила сложения, кроме закона 
монотонности, который не может быть сохранен 
в старой формулировке, так как комплексные числа, по 
самой своей природе, не допускают того расположения 
в ряд по их величине, которое свойств: нно натуральным и 
вообще вещественным числам. Ради краткости я не вхожу 
в рассмотрение той измененной формы, которую прихо- 
дится поэтому дать закону монотонности. 

4. Что касается умножения, то мы устанавливаем, 
что выкладки производятся так же, как с обыкновенными 
буквами, но только при этом мы всегда п рннимаем 
й = —1, так что, например, 


(к 2) о) = ах — у + уху). 

В результате имеют место, как нетрудно видеть, все 
законы умножения кроме закона монотон- 
вВоОстТи. 

5. Деление определяется как действие, 
обратное умножению; в частности 

В ее х— у 
ху му 
в чем легко убедиться перемножением. 

Это действие выполнимо всегда, кроме случая =у=0, 
т. е. сохраняется невозможность деления 
на нуль. 

Из всего этого следует, что вычисления с ком- 
плексными числамн не могут привести к про- 
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тиворечиям, так как мы свели эти вычисления 
целиком к вещественным числам и к изве- 
стным действиям над ними, а эти последние мы 
здесь будем считать свободными от противоречий. 

После этих чисто формальных рассуждений, естествен- 
но, возникает вопрос, не возможно ли такое геоме- 
трическое или какое-нибудь другое нагляд- 
ное толкование комплексных чисел и опе- 

Првейость 2 раций над ними, которое давало 
бы в то же время наглядное обо- 
снование отсутствия в них 
и противоречий. 

сем вам известно, —к тому же 
мне уже приходилось упоминать об 
этом, —каким образом совокуп- 
ность точек ху плоскости в 
системе координат х, у рас- 
сматривают, как изображение 
совокупности комплексных 
чисел х -- (у. Сумма двух чисел 2+-а 
получается тогда посредством извест- 
ного построения параллелограма по соответствующим этим 
числам точкам и по началу координат О (фиг. 19), между 
тем как произведение 2. а получается при помощи точки- 
единицы 1 (х=1, у=0) посредством построения тре- 
угольника, подобного треугольнику а07. Другими сдова- 
ми, сложение 2=2--а изображается парал- 
лельным перенесением плоскости в себе 
самой, умножение :’=2.а— подобным преоб- 
разованием, т.е. вращением и растяжением 
при неподвижном начале О. Расположение на 
плоскости точек, соответствующих числам, сразу пока- 
зывает, чем следует заменить здесь правила монотонности 
вещественных чисел. Этих указаний вполне достаточно, 
чтобы напомнить вам постановку вопроса. 

Я хочу воспользоваться здесь случаем, чтобы указать 
вам на то место у Гаусса, где это обоснование комплек- 
сных чисел посредством геометрической интерпретация 
их высказано вполне отчетливо, благодаря чему оно 
впервые получило всеобщее признание. В одной работе 
1831 г. Гаусс занимается теорией целых комплекеных 


Фиг. 19. 
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чисел а -- 16, гдеаи 6 суть целые вещественные числа, 
и распространяет на них теоремы обыкновенной теории 
чисел относительно простых множителей, квадратичных 
н биквадратичных вычетов и т. д. О подобных обобще- 
ннях теории чисел мы уже упоминали по поводу великой 
теоремы Ферма. 

В собственном сообщении 1) об этой работе Гаусс го- 
ворит о том, что он называет „истинной метафизикой 
мнимых чисел“. Здесь он основывает оправдание действий 
с комплексными числами исключительно на том обстоя- 
тельстве, что этим числам и действиям над ними можно 
дать указанное выше наглядное геометрическое толко- 
вание; таким образом Гаусс нисколько не становится на 
формальную точку зрения. Вообще же эти довольно 
длинные, весьма красиво написанные рассуждения Гаусса 
в высшей степени интересны и заслуживают того, чтобы 
вы их прочитали. Упомяну еще только о том, что в этой 
статье Гаусс предлагает вместо слова эмнимый“ (ппав1лаг) 
более ясное слово „комплексный“, которое действительно 
вошло в употребление. 


2. Высшие комплексные числа в особенности 
кватернионы. 


У всякого, основательно занимавшегося комплексными 
числами, возникает вопрос, нельзя ли построить другие, 
высшие комплексные числа с большим числом новых 
единиц, а не с одним только {, и целесообразно опре- 
делить действия над ними? К положительным результа- 
там в этой области впервые пришли около 1840 г. не- 
зависимо друг от друга Г. Грассман (Н. Огаззтапп) 
в Штеттине и Гамильтон (\/. В. НатШоп) в Дублине. 
С изобретением Гамильтона, так называемым исчисле- 
нием кватернионов, я хочу познакомить вас несколько 
ближе. Но сперва я скажу несколько слов об общей по- 
становке проблемы. 

Обыкновенные комплексные числа х- (У можно рас- 
сматривать как линейные комбинации вида: 


х.1+у- 6, 


?) См. Уегке, Ва. И Сб Ниреп 1876), стр. 175, 


90 АРИФМЕТИКА 


построённые из двух различне'х едчниц |`и { с помощью 
вещественных параметров х, У. Аналогично этому станем 
рассматривать сколько угодно — скажем п — различных 
между собою единиц е,,.2....., @ И назовем систе- 
мой высших комплексных чисел, построенной 
из этих единиц, совокупность комбинаций вида: 


Х=х. 6, +. +... НХ, 6» 


составленных с помощью п произвольных 
вещественных чисел х,, Х.,..., Х,. 

Само собою разумеется, что два таких комплексных 
числа, например, хи у=у: в, + у.е. +...+У,е„, мы бу- 
дем считать равными тогда и только тогда, когда коэ- 
фициенты при отдельных единицах, так называемые 
составляющие комплексного числа, попарно равны между 


собой: 
х; = У, Хх. =У,,..., Х, == У, 


Столь же естественно и определение сложения и вы- 
читания, которое попросту сводит эти операции к сло- 
жению и вычитанню составляющих: 


ху = (%, 1) в + (5, Бу) в +... НС, -БУ,) ее. 


Труднее и интереснее обстоит дело с умножением. 

Здесь мы, конечно, начинаем с того, что поступаем 
по общим правилам буквенного исчисления, помножая 
каждый {-й член выражения х на каждый А-Йй член вы- 
ражения у (1 =1, 2,..., п): 


2 = 2 Х; Уьеге,. 


(ЕЬ ЗН.) 8) 


Но чтобы этот результат умножения также предста- 
влял собой некоторое число Вашей системы, необходимо 
обладать правилом, которое изображало бы произве- 
дения е, -е, в виде комплексных чисел систе- 
мы, т, е. в виде линейных комбинаций единиц; необхо- 
димо иметь, следовательно, п? равенств такого вида: 


СРь == Силе Е Сааез  ..- + Сиые, =У, Сы-@ (КК == 1,2... п). 


1-1. 2, ..., в} 
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Тогда, действительно, произведение 


ху = = р му, бы) е 


(= 2,44, й) (6 БР, 


представит собою некоторое число нашей системы. 
В установлении этого правила умножения, т. е. схемы 
коэфициентов С», заключается характеристика каждой 
частной системы комплексных чисел. 

Если определнть деление как действие, обрат- 
ное умножению, то оказывается, что определенное 
таким образом деление не всегда однозначно вы- 
полняется даже и в том случае, если делитель не об- 
ращается в нуль. В самом деле, определение у из уравне- 
ния Х.у=г получается посредством решения п лнней- 
ных уравнений: 


‹ 
Уже =2,, 3 ХЕ Ук Сие == 25, ..., Ух сь == 2, 


(, К=1, 2, 3,..., пв каждом суммовании) с неизвест- 
ными у, у,,..., У»; но эги уравнения в том случае, если 
их определитель обращается в нуль, либо вовсе не имеют 
решений, либо имеют их бесчисленное множество; в по- 
добном случае все 2 могут равняться нулю, хотя и не 
все у, =0, т. е. произведение двух чисел мо- 
жет обращаться в нуль, хотя ни один сомно- 
житель не равен нулю. Только с помощью спе- 
цнального искусного подбора коэфициентов с, можно до- 
стичь здесь сохранения указанного свойства обыкновен- 
ных чисел; правда, более подробное изучение вопроса 
показывает, что при п> 2 сохранение этого свой- 
ства всегда покупается ценою уклонения от 
одного из других правил действий; поэтому 
стараются распорядиться так, чтобы этим уклоняющимся 
свойством оказалось такое, которое нанменее важно для 
соотношений, составляющих цель исследования. 

Все эти общие рассуждення мы теперь проследим на 
кватернионах, которые ввиду их применений в фи- 
зике и механике предсгавляют, несомненно, самую важную 
систему высших комплексных чисел. Как видно из их на- 
звания, это-—-четырехчленные числа (п-== 4). В частном 
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случае они вырождаются в трехчленные векторы; послед- 
ние стали теперь общеизвестными, и о них, вероятно, 
при случае упоминают и в школе. 

’ За первую из четырех единнц, из которых соетавляются 
кватернионы, как и в случае обыкновенных комплексных 
чисел, принимают обыкновенную вещественную единицу 1. 
Три другие единицы обыкновенно обозначают по Гамиль- 
тону через 1, ], К, так что общий вид кватерниона полу- 


чается такой; 
д =а-@-тр+ к, 


где а, $, с, 4 изображают вещественные параметры или 
коэфициенты кватерниона. Первую составляющую 4, на 
которую умножается 1 и которая соответствует веще- 
ственной части обыкновенного комплексного числа, на- 
зывают скалярной составной 
частью кватерниона, совокуп- 
ность же трех остальных членов 
а В] ск называют его векто- 
рнальной составной частью. 

Относительно сложения вряд ли 
можно что-либо прибавить к преды- 
дущим общим соображенням; поэтому я дам вам сразу 
же естественное геометрическое толкование его, осно- 
ванное на известной вам интерпретацни векторов. 
А именно, представим себе отрезок, соответствующий 
векториальной части кватерниона 4 и имеющий про- 
екции @, 68, с на оси координат; этому вектору при- 
пишем вес, равный скалярной ‚частн 4. После этого сло- 
жение векторов Чи 4" == 4’ -+ [а'’- /6'- Кс’ сводится к сле- 
дующему: мы строим равнодействующую обоих отрезков 
по известному правилу параллелограма для сложения 
векторов (фиг. 20) и приписываем ей в качестве веса 
сумму весов обоих слагаемых; этим путем мы действи- 
тельно получаем отрезок, представляющий собой ква- 


тернион: 
а+9 = (а @) Е а) +] 6+9) ++). 


Со специальными свойствами кватернионов мы встре- 
чаемся впервые, когда переходим к умножению; именно, 
они заключаются, как мы виделн это в общей теории, 
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в том, как устанавливаются значения произведений еди- 
ниц, Я покажу вам прежде всего, каким кватернионам 
Гамильтон приравнивает 16 произведений основных единиц 
по 2. Первое условие состоит в том, чтобы с первой 
единицей 1, как это показывает самое ее обозначение, 
производить вычисления как с вещественным числом 1; 
следовательно: р 


12 = 1, 


РТТ. = ]1=1.] =] К-1Е 1. в, 


Но существенно новыми являются условия относительно 
квадратов трех других единиц: 


О 


и относительно их произведений по две: 


[К= + Кар Г.) = К, 
между тем как при обратнсм п›рядке сомножителей по- 
лагаем: 

К] =-Ь ГК=-р [= К. 


При этом сразу бросается в глаза, что пе реместн- 
тельный закон при умножении, вообще гово- 
ря, не имеет места; с этим неудобством приходится 
примириться, чтобы спастн однозначность деления и ту 
теорему, по которой произведение двух чисел только 
в том случае может обратиться в нуль, если один из 
сомножителей становится равным нулю. Мы сейчас уви- 
Дим, что этот и все другие законы сложения и умножения, 
за единственным указанным исключением, действительно 
остаются в силе, и что, следовательно, сделанные выше 
простые условия являются в высшей степени целесооб- 
разными. 

Начнем с того, что составим произведение двух 
кватернионов в общем виде: 


@=р.9 = (а + {6+ к. (№ + ХНУ -Е2), 


принимая во внимание данную последовательность со- 
множителей. Перемножая почленно, заменяя произведения 
единиц их значениями из нашей таблицы умноженнй и 
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соединяя затем члены с одинаковыми единицами в один, 
налодим: 


4’ = ра =’ Нах + Е = (аи —ах —ву— с?) 
+ а ах и— 9) 
+ Дю + 4у+ х— а?) 
+ Е (ср + 4: + ау— 5х) 


Таким образом составляющие кватерниона - произве- 
дения представляют собой определенные простые би- 
линейные 1) комбинации составляющих обоих сомножи- 
телей. При перемене порядка сомножителей шесть под- 
черкнутых членов меняют свои знаки, так что 49. р, 
вообще говоря, существенно отлично от р-4 и притом 
не только по знаку, как это имеет место для произве- 
дений отдельных еднниц, 

В то время как переместительность, как мы виднм, 
не имеет места, законы распределительности и сочета- 
тельности остаются в силе. Действительно, если вычи- 
слить, с одной стороны, произведение р (4 -| 41), а, с дру- 
гой, выраженне ру + р4:, формально перемножая члены, 
и не заменять произведений единнц их значениями, то 
должны получиться тождественные выражения; но это 
тождество не нарушится, если затем к тому и другому 
выражению применить таблицу умножения единиц. Далее, 
нетрудно видеть, что и закон сочетательности должен 
остаться всегда в силе, если только он действителен для 
умножения единиц. А этот последний факт можно уста- 
новить непосредственно, на основании таблицы умножения, 
как я покажу на таком примере: 


(ДА К) 
В самом деле, 
(ЛК -= К К=- 


“(0 =Е: =. 
1) То есть выражения, составленцые из двух системы величин а, 6, с, а 
и ху, 2, № так, что в кажлый член входит линейно один множнтель 
из пергой снетемы и один—из второй. Под „составляющими“ кватер- 
ниоша автор разумеет коэфициенты при разлнчных едзницах. Ред. 


{ 
1 
1 
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Перейдем к делению. Достаточно, показать, что вся- 
кому кватерниону р-==4-{.а-+-]. 6+ К. с отвечает 
вполне определенный другой кватернион 9 
такой, что 

р:9=1; 

представляется целесообразным обозначить это 9 через 1/р. 
Деление в общем случае легко сводится к этому част- 
ному случаю. Чтобы определить это 4, полагаем преды- 
дущее выражение для р. 0 равным 1, т. е. 1 =1+0.1- 
+0./-+0.К; приравнивая составляющие, получаем сле- 
дующие четыре уравнения для четырех неизвестных соста- 
вляющих Хх, У, 2, № кватерниона 4: 


Чу — ах — бу— = 1, 
аи + ах — су + 62=0, 
в -- сх | Чу— аг =0, 
ся — фх ау 42 == 0. 


Разрешимость подобной системы уравнений зависит, 
как известно, от ее определителя; в данном же случае 
мы нмеем как раз так называемый косой симметричный 
определитель, т. е. такой, в котором элементы, лежащие 
симметрично по отношению к главной диагонали (идущей 
от верхнего элемента слева к нижнему элементу справа), 
отличаются друг от друга только знаками, между тем 
как все элементы главной диагонали равны между собой. 
Теория определителей дает очень простую формулу для 
вычисления такого рода определителя, а именно, в данном 
случае оказывается: 


В И = = 


9 —с ь а о 
. й й а. +е+2) 


с — В а а 


в справедливости этого равенства можно легко убедиться 
и непосредств^нным вычислением. В том обстоятельстве, 
что этот определитель оказывается равным как’ раз не- 
которой степени суммы квадратов четырех составляющих, 
и заключается собственно тонкий и глубокий смысл 
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условий Гамильтона; именно из этого обстоятельства 
вытекает, что определитель всегда отличен от 
нуля, кроме того случая, когда одновоеменно а == 8 = 
= С= 4 = 0; поэтому, за исключением одного только этого 
случая (р =0), уравнения однозначно разрешаются, и обрат- 
ный кватернион 4 оказывается, таким образом, однозначно 


определенным. 


Если положить 
ТЕ а 


(эту величину, играющую большую роль в теории ква- 
тернионов, называют „тензором кватерннона р“), то легко 
убедиться прямой подстановкой, что это однозначное 
решение выражается так: 


а 
=, уф, =—-, =, 


так что окончательный результат получается такой: 
а 1 — ЧМ. 
р аа ее 
Вводя, аналогично теории обыкновенных комплексных 
чнсел, кватернион 


р=4—@——ю 


под названием сопряженного с р, можно последнюю 
формулу напнсать еще и в таком виде: 


или 
; р-р = ТТ? = а -- Ре 4; 

эти формулы являются непосредственными обобщеннями 
известных свойств обыкновенных комплексных чисел. 
А так как и, обратно, р является сопряженным с р числом, 
то также; т 

р-р 

так что в этом частном случае имеет место перемести- 
тельность сомножителей. 


зы рьгмеаий 
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Теперь мы в состоянии сразу получить решение за- 
дачи деления в общем внде. 
Если положим 


29—49 
и обе части этого равенства помножим слева на то. то 
получим: з 
О наи 4-е Рф 
р р в И 
так как 


р = (р) 9-4 


Уравнение же ЧР = 9', отличающееся от первого только 
тем, что неизвестный сомножитедь 4 занимает первое 
место, имеет, вообще говоря, отличное решение: 


Те. 2. 
Че. 2, 


Является вопрос, нельзя ли найти такой геометриче- 
ской интерпретации, при которой эти действия и их законы 
являются чем-то естественным. 

Чтобы притти к такой интерпретации, начнем с. част- 
ного случая, когда оба сомножителя сводятся к простым 
векторам, т. е. когда скалярные части (= = 0, Тогда 
наша общая формула для произведения (стр. 94) прини- 
мает такой вид: 


Фр. = (++. 2) = — (ах + фу-ег)+ 
+1 (62—97) +] (сх —аг) + К (ау— вх); 


мы видим, что произведение двух кватернио- 
нов, сводящихся к одним только векторам, 
состоит из двух частей —скалярной и векто- 
риальной. Эти составные части нетрудно привести 
в связь с общепринятыми теперь видами произведений 
векторов. Эти понятия, гораздо более распространен- 
ные в Германии, чем кватернноны, ведут начало от 
Грассмана, хотя самое слово „вектор“ английского про- 
исхождения. Те два вида произведений векторов, с кото- 
рыми обыкновенно оперируют, носят теперь большей 


7 з. Клейн, Элементарная математика, 
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частью названия внутреннего или скалярного 
произведения ах -- 5у -- 62, которое, таким образом, 
только знаком отличается от скалярной части написан- 
ного выше произведения кватернионов, и внеш- 
него нли векториального произведения 
Е (62 —су) +] (сх —а2) + К (ау— 5х), которое равно век- 
ториальной части произведения кватернионов. 

Построим оба вектора (а, 6,с) и (х,у,г) в виде от- 
резков, исходя из начала координат О (фиг. 21); их концы 
будут находиться в точках (а, 6, с) и (х,у,2); длины их равны 
1= ИЯ и р = Ию-у-а. Если через ф обозна- 
чить угоя между обоими отрезками, то по известным 
теоремам аналитической геометрии — 
в подробности я не вхожу — следует, 
что внутреннее произведение 


ах -- ву 2 =1.Ё.с0$$9. 


Внешнее произведение само предста- 
вляет собой вектор, который, как не 
трудно видеть, направлен перпендику- 
лярно плоскости [ [1); его длина оказывается равной 
1-Р.-зш Ф. 

Существенным является вопрос о направлении век- 
тора-произведения еще в том смысле, в какую сторону 
плоскости, определяемой векторами [ и Г, надо его от- 
кладывать. Это направление меняется в зависимости от 
принятой системы координат. А именно, существуют, как 
вам известно, две различные, неконгруентные, т. е. не 
могущие быть совмещенными, системы прямоугольных 
коордннат; при соответственно одинаковом направлении 
двух пар осей у них, например осей у-ов и 2-ов, третьи 
оси—оси х-ов—имеют прямо противоположные направле- 
ния. Такие две зеркально-симметричные системы нахо- 
дятся одна к другой в таком же отношении, как правая 
рука к левой; действительно, их можно различать, поль- 
зуясь следующим простым мнемоническим правилом: оси 
х, у, 2 одной системы расположены, как расставленные 


Иа -ву. 9) 


1) Направляющие косинусы первого вектора пр иональны ко- 
эфициентам а, $, с, а второго — коэфициентам х, у, 2. Так как напра- 
вляющие косинусы векториального произведения суть 62 — су, сх— а2, 
ву— 6х, то этот последний вектор перпендикулярен первым двум. Ред. 


ао альдьли кре чи тЫ 


о РНЕ 
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пальцы —большой, указательный и средний— правой руки, 
оси х, у, 2 другой системы—как те же пальцы девой руки 
(фиг. 22). В литературе постоянно встречается то одна, 
то другая система; в различных странах, в различных 
дисциплинах и, наконец, у различных авторов господствует 
различная система. 

В простейшем случае, когда р={ 4=], т. е. когда 
ри 9 равны отрезкам-единицам, отложенным вдоль осей 
хи у, их внешнее произ- 
ведение, в силу условня 
Г.]=А, оказывается равным 
единичному вектору, лежа- 
щему на оси 2-ов (фиг. 23). 
Но Ги ] можно, непрерывно 
изменяя, превратить в лю- 
бые векторы ри 41); при 
этом К перейдет непрерыв- 
ным образом в векториаль- 
ную составную часть про- 
изведения р.4, ни разу не р 
обращаясь в течение этого 
процесса в нуль; поэтому 
первый и второй сомножи- 
тели и само векториальное 


произведение всегда долж- ^ + 
ны быть так расположены 
друготносительно друга, как 7 


оси Хх, у, 2 системы коордн- Е: 
нат, т. е. должны предста- Фиг. 22. 
влятЬ „правую“ или „левую“ 
систему направлений, смотря по тому, какая снстема при- 
нята для координатных осей. 

Мне хочется прибавить несколько слов по поводу 
прискорбного' вопроса о системе обозначений в век- 


*) Откладывая на соответствующих осях 
векторы Ги], мы можем 
брать различные единицы для изображения этих нь с тем 


меняя, мы можем сделать отрезки 1, | равными р, 9. В 

. Вместе. с тем 
ты непрерывно меняться произведение р9. а так как оно в нуль ве 
обратится, то оно будет все время направлено по положительной оси 
2-ов. Предложение может быть доказано и без этих искусственных со- 
96, ажений, но это значительно сложнее. Ред. 
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ториальном анализе. Дело в том, что для каждого дей- 
ствия с векторами употребляется большое количество 
различных знаков, и, к сожалению, до сих пор еще не 
удалось создать одну единственную общеобязательную 
систему обозначений. Четыре года назад на съезде 
естествоиспытателей в Касселе (1903) с этой целью была 
даже избрана особая комиссия; но члены ее не могли 
вполне столковаться, а так как каждый 
из них все же имел доброе желание 
У сделать шаг от своей первоначальной 
точки зрения навстречу другим взгля- 
: дам, то единственным результатом яви- 
= лось возникновение трех новых обозна- 
чений! После этого и других аналогич- 
ных случаев я пришел к тому заключе- 
нию, что действительное объединение всех заинтересо- 
ванных в таких вещах кругов на почве одних и тех же 
словесных и письменных обозначений возможно только 
в тех случаях, когда к этому побуждают в высшей сте- 
пени важные материальные интересы. Только под таким 
давлением могло произойти в 1881 г. в электротехнике 
всеобщее признание единообразной системы мер вольт- 
ампер-ом и последующее закрепление ее государствен- 
ным законодательством, так как промышленность настой- 
чиво требовала подобного единства мер как основы всех 
операций. За векториальным исчислением еще не стоят 
такие могущественные материальные стимулы, и поэтому 
приходится пока что— дурно ли, хорошо ли — прими- 
риться с тем, что каждый отдельный математнк оста- 
ется при. привычном для него способе обозначений, ко- 
торый он считает наиболее удобным или даже — если он 
несколько склонен к догматизму — единственно пра- 
вильным 1). 


© 


& 
Фиг. 23. 


1) В СССР Комиссией по стандартизацин в законодательном порядке 
установлен стандарт векторных обозначений. Эгот стандарт, предвари- 
тельно обсуждался в различных научных и технических учреждениях. 
Основные соображения, которыми руководилась Комиссия, заключались 
в том, чтобы заковоположение отличалось возможной простотой и не 
расходилось с нанболее установившимися в литературе (особенно 
в технической) обозначениями. Наиболее авторитетным образцом при 
этом считалась Гёттингенская энциклояедня; однако стандарт не во всем 
соответствует обозначениям энциклойедни. Ред. 
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3. Умножение кватернионов и преобразование по- 
веротнего растяжения в нространстве, 


Теперь перейдем к геометрической интерпре- 
тации умножения кватернионов в общем ви- 
де, предпослав ей следующее замечание. 

Если в произведении 4’ =Р9 заменить р и 4 их со- 
пряженными значениями р, 4, т. е. если изменить знаки 
при а, 6, с, х, у, г на обратные, то в формуле произве- 
дения (стр. 94) скалярная часть останется без изменения, 
а в векториальной части только не подчеркнутые множи- 
тели при Г, ], К изменят свои знаки на обратные. Если же 
одновременно изменить и порядок производителей, то и 
подчеркнутые множители изменят знаки, так что д.р 
представляет как раз сопряженное значение 9’ по отно- 
шению к {’=р. 4. 

Если (=р. 4, то 9'=4.р. 

Перемножая оба равенства, находим: 

9.9 =р:4:49.Р. 
При этом порядок множителей нграет существенную 
роль; но мы в праве применить сочетательный закон и 
написать: 

Ч Т=р: (4:9). Р. 
Но, как мы видели выще, д. д == 

, 9:90 = №2 -[ у? -{ 22 +- уз так 
окончательно получаем: 1 й р к 

ур (+ 2 а 228. 
Здесь второй сомножитель справа есть скаляр, а при 


умножении скаляра М на квате нион имеет 
си пе 
местительный закон, так как . — 2й 


М-р= Ма +: (Ма) +} (Мк (Ме) = рм. 
Поэтому в данном случае: 
И ут -- р-р. (84 уе 22); 
а так как р.р есть квадрат тензора кватерниона: р, то: 
2 (8+ + ра жию +и+2)}); 


1) Эта формула по существу встречается уже у Лагранжа. 
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другими словами: тензор произведення двух 
кватернионов равен произведению тензоров 
обоих сомножителей. Конечно, эту формулу можно 
получить и прямым вычинслением, если подставить вме- 
сто и, Хх’, у’, г их выражения из формулы умножения 
на стр. 94. 

Теперь будем интерпретировать кватернион 4 как 
отрезок в пространстве четырех измерений, 
идущий от начала координат к точке х, у, 2, №, вполне 
аналогично интерпретации вектора в трехмерном простран- 
стве. В настоящее время не приходится, конечно, изви- 
няться, когда призываешь на помощь четырехмерное про- 
странство, как то было необходимо в то время, когда я 
был студентом. Все вы знаете, что здесь не скрывается 
никакой метафизической идеи, но что многомерное про- 
странство попросту есть удобное, аналогичное нашему 
действительному представлению о пространстве, средство 
математического способа выражения '). 

Если сохранять постоянным множитель р, т. е. вели- 
чины 4, а, 6, с, то уравнение в кватернионах 9’ =р.9 
изображает известное линейное преобразование точек 
х, у, 2, \ четырехмерного пространства в точки х”, у", 2’, и", 
относя каждому четырехмерному вектору некоторый 
другой вектор; в явном виде уравнения преобразования 
получаются путем сравнения коэфициентов в формуле 
произведения на стр. 94. Но из только что полученного 
уравнения для тензоров видно, что при этом расстояние 
Из-у- 2 -- 2 всякой точки от начала помножается на 
один и ТОТ же постоянный множитель Т= Уа2- а -{ са 4 
кроме того, как мы видели (стр. 95), определитель ли- 
нейного преобразования всегда имеет положительное 
значение. С другой стороны, нз аналитической геометрии 
в трехмерном пространстве известно, что такое линейное 
преобразование х, у, 2, которое преобразовывает сумму 
х1--у1-+-22 в самое себя (так называемое „ортогональное“ 
преобразование) и которое, кроме того, имеет всегда 


1) Это требовало бы, однако, некоторых пояснений; но читатель 
найдет более обстоятельное выяснение этих идей во втором томе на- 
стоящего сочинения. Ред. 
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положительный определитель, изображает вращение про- 
странства вокруг начала координат, и что всякое вра- 
щение может быть так представлено, Если же линейкое 
преобразование лишь помножает х? -+ у? + 22 на некото- 
рого множителя Т? и если определитель попрежнему 
сохраняет положительное значение, то получается вра- 
щение в соединении с растяжением всего пространства до 
Т-кратных размеров при неподвижном начале координат, 
Такого рода преобразование мы будем называть пово- 
ротным растяжением (Огензгескип?). Но, что верно 
для трехмерного пространства, подходит и к четырехмер- 
ному. Мы будем говорить, что наше линейное преобра- 
зование в точно таком же смысле выражает вращение 
и растяжение четы рехмерного пространства. 

Однако не трудно видеть, что это еще не самый общий 
случай возможных преобразований вращения и растя- 
жения. Действительно, наше преобразование содержит 
только четыре произвольных параметра а, 6, с, 4, тогда 
как мы сейчас увидим, что самое общее преобразование 
поворотного растяжения четырехмерного пространства К, 
содержит семь таких параметров. А именно, чтобы общее 
линейное преобразование изображало вращение с растя- 
жением, необходимо должно иметь место следующее 
тождество: 


ху а виа = Т?. (ху 2 и); 


это дает нам при сравнении коэфициентов 10 условий, 
так как левая часть после замены х’,..., №” их выраже- 
ниями вх,..., № переходит в квадратичную форму четы- 


рех переменных и поэтому содержит =_= членов. 


Но так как.Т остается произвольным, то всего имеем 
10—1=9 условий для 16 коэфициентов линейного пре- 
образования, так что действительно остается еще 16—9==7 
произвольных параметров. 

Но оказывается возможным, ни это наиболее удиви- 
тельно, получить с помощью перемножения кватернионов 
наиболее общий вид преобразования поворотного растя- 
жения. А именно, если л=9-+ {а- В+ Ку. представляет 


‚некоторый постоянный кватернион, то можно показать, 


подобно тому, как это было сделано выше, что и {=1.л 
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(что отличается от предыдущей формулы только измене- 
нием порядка сомножителей) представляет преобразование 
поворотного растяжения А, т. е. пространства четырех 
измерений, а вследствие этого и последовательное про- 
изводство обоих преобразований: 

ф=р. 4. == а +6+Ю. 9. +++) 
представляет подобное же преобразование. Но это пре- 
образование содержит как раз семь произвольных пара- 
метров, так как оно остается неизменным, если, а, 6, с 4 
умножить на одно и то же вещественное число и в то же 
время разделить на него же а, В, у, 4; поэтому является 
вероятным, что оно представляет общий вид 
преобразования поворотного растяжения 
в пространстве четырех измерений; эта кра- 
сивая теорема действительно была доказана Кели (Сау1еу). 
Я ограничусь здесь этими историческими указаниями, 
чтобы не затеряться в деталях этой интерпретации. Ука- 
занная формула находиться в работе Кели „Оп е Ното- 
втарс НапзюгтаНоп оЁ а зиасе о! {Не зесоп@ огаге шо 
ИзеМ“ *) 1854 г., а также изв некоторых других его ра- 
ботах ?), 

Другое большое преимущество формулы Кели заклю- 
чается в том, что она дает весьма наглядное представле- 
ние о результате последовательного производства двух 
поворотных растяжений. Действительно, если второе 
преобразование дано уравнением: 


4” = в’ + ре’ + К’ =. р’ в 9’ 2 м’, 
где р’, я’ обозначают определенные данные кватернионы, 
то, внсся сюда написанную выше величину 4’, получны: 
9’ =р’.(р.4-я). я; 
на основании сочетательного закона умножения находим: 
4" = (р’.Р)-49-п.=)=г:4-5, 
где 
Г=р’-р, с=м. я’ 


1) Напечатано в полном собрании сочинений Кеди: Сауеу, СоПесей 
та! етаНса! рарегз, Ус!. ИП (Сатьц4ае 1899), стр. 133. 
Ср., например, „Кеснегснез иНёцеигез зиг 1ез &егитат вашсве$ 
4юс, сй., стр. 214), 


раса 


О ао 
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представляют определенные новые кватернионы. Полу- 
чается снова выражение повсротного растяжения, пере- 
водящего 4 в 4”, как раз в прежнем виде, а именно, 
передним и задним множителями при 4 служат произве- 
дения обоих передних и, соответственно, задних множи- 
телей в выражениях последовательно производимых 
поворотных растяжений, причем порядок играет суще- 
ственную роль. 

Но вы, может быть, недовольны этой четырехмерной 
интерпретацией и хотите что-либо более наглядное, осно- 
ванное на обычном трехмерном представлении о про- 
странстве. В „таком случае я постараюсь получить из 
предыдущих формул, посредством простой специализации, 
формулы для аналогичных операций в трехмерном про- 
странстве; в этих именно формулах и заключается гро- 
мадное значение умножения кватернионов для обыкно- 
венной физики и механики; я говорю нарочно— для обык- 
новенной, чтобы не предрешать дальнейшего развития 
этих дисциплин, благодаря которому могут получить не- 
посредственное приложение и предыдущие интерпретации. 
И это время, может быть, ближе, чем вы думаете; новей- 
шие исследования в теории электронов, в том виде, 
в каком они находят себе выражение в так называемом 
принципе относительности, представляют собой, в сущ- 
ности, не что иное, как последовательное применение 
поворотных растяжений пространства четырех измерений; 
в этом именно порядке идей эти исследования и были 
недавно изложены проф. Минковским (МшкКо\зК1) 1). 

Во всяком случае понятие о вращении с растяжением 
в четырехмерном пространстве Ю; находится в. самой 
тесной связи с основаниями „принципа относитель- 
ности“ в электродинамике, который вот уже несколько 
лет самым живым образом занимает физиков. А именно, — 
как я вкратце покажу, —те „преобразования Лоренца“, 
на изучении которых основаны исследования, относя- 


1) После того как это было напечатано по упомянутой специальной 
теории относительности появилась обширная литература. Здесь укажу 
только на мою лекцию „О геометрических основаниях лоренцовой 
группы“ помещенную в „ЛартезБейснЁ Чег Пен!зсвеп МаетаНКег 
Уетенивипя“, Ва. 19, стр. 299, 1910 г.; см. также КПе!п, Сезат. Ма- 
{Пет. \ ее, Г, стр. 533. (Русск, перевод см. „Новые иден в матема- 
тике“, сб. № 5, 1914 г.). 
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щиеся к „принципу относительности“, представляют не что 
иное, как вращение некоторого пространства Ю,, и могут 
быть даже представлены самым удобным образом с по- 
мощью формул исчисления кватернионов. 

Как известно, под преобразованием Лоренца пони- 
мают такую линейную однородную подстановку трех ко- 
ординат в пространстве х, у, 2 и времени [ с веществен- 
ными коэфициентами: 


Хх =аих -- ау + а,з2 + а, 
ме оо не (1) 
Е = ах + аву + авг +аи(, ) 


которая преобразовывает квадратичную форму х + у? + 
22 — 2 (где с есть скорость света) в самое себя, так 
что у 


Хуа 22 — 0213 = х2 уз + 28 — с, (2) 
иу которой последний козфициент 
Г 
РТ == аа > 0. (3) 


При этом ради краткости не принято во внимание могу- 
щее иметь место смещение начальной точки Х=у=2=1=0. 
Оказывается, что в исчислении кватернионов легко 
можно показать такую подстановку, которая удовлетво- 
ряет условию (2), если только на первое время оставить 
без внимания требование вещественности коэфициентов 
и неравенство (3). А именно, стоит только рассматривать 
такие кватернионы, компонентами которых являются не 
вещественные, а обыкновенные комплексные числа, обра- 
зованные с помощью обыкновенной мнимой единицы ИТ 
(которую следует, конечно, отличать от специальных 
единиц исчисления кватернионов {, |, А). Заметим прежде 
всего, что полученные таким образом кватернионы 


9 = ИТ. у +а, 


В И (а) 


давай 4 
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имеют своимн тензорами как раз квадратные корни из 
квадратичных форм (2). Поэтому можно точно так же, 
как выше (стр. 102—105), доказать, что формула 


р.9-т 
вы (6 


изображает линейную подстановку, удовлетворяющую 
условию (2), если р и л представляют любые кватернионы, 
тоже с комплексными слагающими, а М означает корень 
квадратный из произведения их тензоров. 

Чтобы получить вещественные коэфициенты ни удо- 
влетворить условию (3), надо только взять для рия 
некоторым образом сопряженные кватернионы, а именно, 
вводя подходящие параметры, мы получим следующие 
крайне простые рациональные формулы. 


Пусть А, А’,..., О, Б’ означает восемь вещественных 
величин, связанных таким уравненнем: 
АА’ -- ВВ’ - СС’ -- ББ’ =0 (Па) 


и таким неравенством: 
АЗ -{ В -{ С? + 0* >> А* -| В? {- С++ р”. (ПЪ) 
Тогда мы получим: 


р=(Р+И-1 0) +: (А+ ИТ А) + ] 
+1 (В+У-Т В’) + К (С+И-1 С, | 
л=(Р— И-1 0’) —{ (А— ИЛ А’) — } 
—1 (ВИТ В) —& (< ИТ С), | 
МЫ-(А? + В+ С 0) — (Ат В+ С°4+ 0"), | 


Формулы (1) совместно с условиями (П) дают изображение 
всех преобразований Лоренца. 

Сам Минковский (Мшко\зК!), впрочем, пользуется 
в своих работах вместо исчисления кватернионов сим- 
воликой матриц Кели, которая позволяет наряду с пре- 
образованиями Лоренца изобразить инварианты, принад-. 
лежащие к их группе*). . 

1) „[4е ОгилаеюНипрея_Нг о Уогяапре ш Бежер- 


{еп Когреги“, „Масйг. 4ег К. Сезе!5сНай У/15зепзспаНеп“ Об твеп, 
ша\Н-рпуз. К|., 1908, $. 53; „МатетаНзеНе Аппаел*“, 68, $. 472. 
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Но вернемся к трем измерениям. При поворотном 
растяженин точка х, у, 2 переходит в такую точку х', у', 2’, 


что 
ха рут 2 = Ма (а + уз + 22), 

где М обозначает линейное растяжение всякой длины. 

Ввиду того, что наиболее общее линейное преобразование 

переменных х, у, 2 вх’, у’, 2’ содержит 3.3=9 коэфи- 

циентов, а левая часть после введения этих выражений 


переходит в квадратичную форму отх, у, 2с = = 6 чле- 


нами, наше тождество при произвольном М представляет 
6—1=5 условий, и все линейные подстановки, удовлет- 
воряющие ему, содержат еще 9—5 =4 произвольных 
параметра (ср. аналогичные рассуждения на стр. 103). Если 
одна из этих подстановок имеет положительный опреде- 
литель, то она изображает, как уже было упомянуто, 
вращение пространства около начала, соединенное с рас- 
тяженнем в отношении 1: М; если же определитель имеет 
отрицательное Значение, то подстановка соответствует 
такому же поворотному растяжению соединенному с зер- 
кальным отражением пространства, определяемым равен- 
ствами х’ = —х, у=р-у хыра С другой стороны, 
можно показать, что этот определитель может принимать 
только значения -+ М3. а ,, з 
Чтобы представить эти отнофшений с Номош® кватер- 
нионов, мы, конечно, сперва сведем неопределенные ква- 
тернионы 4, 4’ к их векториальной составной части 
= Ну’ + г, а= ху 2; это — векторы, соеди- 
няющие начало координат с точкой до и после преобра- 
зования. И вот я утверждаю, что наиболее общее 
преобразование трехмерного пространства, 
представляющее собой поворотное растяже- 
ние, получится, если взять в предыдущих 
формулах для ри л сопряженные значения, 
т. е. если положить: 


Ф=Р. 4. (1) 
или, выписывая подробно: 
ру К = а ++. (к+у+ю. 
- (@ —1@ — 6 — к). (1) 
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Чтобы это доказать, надо прежде всего убедиться в том, 
что скалярная часть произведения, стоящего справа, 
обращается в нуль, и что, следовательно, 4’ действительно 
есть вектор. Для этого перемножим сперва р. 4 по пра- 
вилам для кватернионов; мы находим: 


Ф=| -@—в5-—=+ 
Е (Ч ы-- 
У (Чу сх — аг) + 
4 & (а +ау— 5х) р { 4—-и—№—ю йе 


после вторичного перемножения кватернионов действи- 
тельно получается для скалярной части 4’ значение 0, а 
для его трех векториальных составляющих получаются 
выражения: 


Хх’ = (@2 + а — 5 — 22) х-+-2 (а6— са) у!2 (ас 84) г, 
у’ =2 (@6-с4) х+ (4? + 62 — 62 — а?) у-+-2 (6 —аа) г, } (2) 
2 =2 (@—64) х- 2 (фе-аа) у + (а? ее — а — 6?) 2. ) 


Остается показать, что эти формулы действительно вы- 
ражают требуемое преобразование. Это сразу получается, 
если составить относящееся к равенству (1) уравнение 
в тензорах (см. стр. 101): 


ху == (4-2 91-52) (хауз 22) (а? а а), 


или 
хауза" = Те (д у 2), 


где Т обозначает тензор р. Далее, мы сразу видим, что 
наша формула действительно содержит четыре произ- 
вольных параметра, которые, согласно предыдущему 
подсчету, входят в состав наиболее общего преобразо- 
вания этого вида. Чтобы разрешить также и вопрос о 
знаке определителя, достаточно взять один какой- 
нибудь пример; действительно, так как тензор Т всегда 
имеет положительное значение и никогда не обращается 
в нуль, то при изменении значений а, 6, с, 4 определитель 
как непрерывная функция никогда не может принять зна- 
чения —7Т%®, если он хоть раз принимает значение +78; 
а между тем только эти два значения, как выше было 
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замечено, и идут в соображение. Если же, например, по- 
ложить а = 6 ==с=4, то определитель подстановки (2) 
равняется: 


4, 0, 0 
0, 4 90| 6 7% 
0, 9, а 


следовательно, он имеет всегда положительное 
значение, и поэтому наше преобразование, выражаемое 


соотношеннем (1), в самом деле изображает всегда дей- " 


ствительное вращение и растяжение, После 

этого столь же просто изобразнтся поворотное рас- 

тяжение, соединенное еще с отражением; для 

этого надо лишь написать: 4’=р-4-р, ибо это и есть 

соединение предыдущего преобразования с отражением: 
Хх у=фу =) 

Теперь посмотрим, как расположена ось того в ра- 
щения, которое определяется равенствами (2), и каков 
угол вращения. Пусть &, 7,6 означают косинусы на- 
правления оси вращения, так что . 


Неа, (3) 


А 

1) Преобразование х’ = — х, у’ =-—У, #' = — д не есть, собственно, 
отражение от какой-либо плоскости, нбо оно оставляет без изменения 
только начало координат. Это есть преобразование, симметричное 
относительно начала, т, е, каждая точка переходит в точку, 
симметричную с ней относительно начала координат. Но это преобразо- 
ванне слагается из трех отражений: 


Х=—фх уу 2’ = 2; 
Хо, у’=Еру, ани (!) 
Ах", уу ищи, 


а ЕЕ НЕНИЯ 


Бак 


и 
9 
|| 
Н 
1 
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а угол (или амплитуду) вращения обозначим через в. 
Оказывается, что имеют место следующие соотношения: 


а =Т.с08>; 
(4) 

в. 

2’ 


из них легко определить при известных а, 6, с, 4 четыре 
величины 6, 7, 6, 0 и притом так, что выполняется соот- 
ношение (3); в самом деле, из соотношения: 


Е сов аи ИН, 


получаемого посредством сложения уравнений (4) по воз- 
вышении обеих частей каждого уравнения в квадрат, вы- 
текает соотношение (3), так как Т определено как тензор 
кватерниона р. Поэтому для определения &, п, & доста- 
точны получающиеся из системы (4) уравнения: 


@:0:е=&:1:6, (4') 


которые говорят, что точка (а, 6, с) лежит на оси 
вращения рассматриваемого преобразова- 
НИЯ. 

Переходя к доказательству этих утверждений, начнем 
с проверки последнего свойства; для этого положим в 
уравнениях (2) х=а, у=Ь, 2 =с; тогда получим: 


х' = (4 а? + 6* + 2) а = Т?.а, 
= (42 а + 62+ 22) в = Т?. 6, 
2’ == (42 + @*- 92+ с?) е= Т?. с; 


из этих равенств видно, что точка (х’, у’, =’) лежит на пря- 
мой, проходящей через начало координат и через точку 
(а, 6, с); а это именно и характеризует точку (а, 6,с) как 
точку оси вращения. Остается только доказать, что угол в, 
определяемый уравнениями (4), действительно предста- 
вляет амплитуду вращения. Но это требует сложных рас- 
суждений, вместо которых я укажу на то, что наши фор- 
мулы преобразования (2) при Т == 1, в силу соотношения 
(4), переходят как раз в те формулы, которые Эйлер 
установил для вращения системы координат вокруг оси 


а-=Т. бт, 6 =Т.п.- зп >. с=Т.5. п 
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&, п, 6 на угол с. В более подробном виде вы это найдете, 
например, в книге: „Теория волчка“ 1) Клейна-Зоммер- 
фельда, в которой применяется теория кватернионов, 
или в книге „Теория и применения опредедлителей“ 
Бальцера °?). . 

Я хочу еще показать вам сжатое и удобное выраже- 
ние, которое исчисление кватернионов дает для вращения 
вокруг оси $, 77, 6 на угол @, соединенного с растяжением 
в Т* раз; это выражение получается, если подставить 
формулы (4) в уравнения (1): 


ви = т [05 зп Ем +ю) - 
(5) 
-{ куче } : |соз-®_ — вт 3 Ш+м+ю}. 


Здесь все Эйлеровы формулы вращения совмещены в 
одну, которая легко запечатлевается в памяти: в ней вектор 
1х + у - Е2 спереди и сзади помножается на сопряженные 
кватернионы с тензором, равным единице, или на так на- 
зываемые верзоры (т. е. вращатели, в отличие от тен- 
зора т. е. растягивателя), и к этому произведению при- 
соединяется в качестве скалярного множителя величина 
растяжения. 

Теперь я намерен показать вам, что в случае двух 
измерений эти формулы дают как раз известное ‘выраже- 
ние вращения и растяжения плоскости ху посредством 
умножения двух комплексных чисел (ср. стр. 88). Для 
Этого стоит только принять за ось вращения в уравне- 
тЫ 2ов (#=1=0, $=1); тогда получаем для 
2=2 = 0: 


+= Т(сов о +4 >) (& +0) (со *—& та); 


:) К1е1п-ЗоштегЕРе1 4, Твесце 4ез Кге!зе, Ней 1, $7, 5. 551. 
рое издание появилось в 1914 г. 
З ы Ва!12ег, ТНеопе ипа Апуепацир 4ег Оеегипащеп, $1, 4, 


икры: оды 


зАвкАзнь 
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произведя нужные умножения ‘на основании правил об 
умножении единиц находим: 


Ну" @®,. Г . © © 
у Тео (х-- ут Е (и— 57) (сз 5-е п = м 
Тео аля воз ый у = 

— 74 Е сов (куль | = 


= 7? (с03 0 +- Аз 0) (+ |). 


Если прибавить позади обеих частей равенства по мно- 
жителю (— {), то получим: 


Хх’ -+ Ку" == Т?(с0$ 0 + Кяп 02) (х - Ку), 

а это именно и есть известная формула умножения двух 
обыкновенных комплексных чисел с его геометрическим 
толкованием, как вращения на амплитуду @ и растяжения 
в 72 раз, с той только разницей, что вместо мнимой еди- 
ницы /—1, обычно обозначаемой через {, здесь стоит к. 

Возвращаясь снова к трехмерному пространству, поста- 
раемся так видоизменить формулу (1), чтобы она изоб- 
ражала собой одно только растяжение без вращения. Для 
этого заменим Х’, у’, г’ через х’. Та, У’. Та. 2. Та и, сле- 


довательно, 4’ через 4’. 71; вспоминая же, что р = т 
Г.) 


=, находим следующую формулу чистого вращения: 


т. 
М = рр) ры (6) 
Мы не нарушим общности, если будем принимать в этой 
формуле р за кватернион с тензором 1: 


р= со + т (++), где 8% + п’ + 51 = 1; 


поэтому формула (6) может быть получена из уравне- 
ний (5), если принять Т равным единице. В этом виде 
формула впервые была дана Кели в 1845 г. 1). 
Последовательное проведение двух вращений в трех- 
мерном пространстве выражается столь же просто, как 


1) Сау!еу, Оп сецам гезиНз геа 10 чижегпиюпв Сой. рар., 
1 (1889), рая. 123. ме 


8 хФ. Клейн Элементарная математика. 
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и в случае четырехмерного пространства (стр. 104). Если 
дано второе вращение: 


хе’ м + Кг" = р’ а (1х + + Кг’) р’-Ъ 
где , В 
р’= 0$" + зто (2 + &$') 


(#, 7, 5’ — ось, ©’ — амплитуда), то снова находим в каче- 
стве изображения получающегося вращения: 


Бу" = р-р.) р. р. 
так что ось 5", 7”, 5" и угол вращения ©” получаются из 
равенства: 


р ов + (ПК) = р-р. 


Таким образом мы снова получаем для сложения двух 
вращений простое и сжатое выражение формул, довольно 
сложных в их обычном виде. Но с другой стороны, — ввиду 
того, что всякий кватернион, не считая некоторого ве- 
щественного множителя (его тензора), можно в то же 
время рассматривать как верзор некоторого вращения, — 
мы нмеем в сложении вращений простой гео- 
метрический эквивалент умножения кватер- 
НИОНОз; некоммутативност. произведения 
кватерннонов соответствует при этом тому 
известному обстоятельству, что вообще 
нельзя менять порядка двух вращений во- 
круг одной точки без изменения оконча- 
тельного результата. 

Если вы интересуетесь подробностями относительго 
истории возникновения рассмотренной нами интерпрета- 
ции и приложений кватернионов, а также теорни вращений 
системы координат, то обратитесь к в высшей степени цен- 
ному реферату самого Кели по динамике: „Об успехах, 
достигнутых в решенин некоторых специальных проблем 
динамики“ *), 


) Сау{еу, Верог оп \Ше ргодгезз о{ Ше зонИюп оЁ сеМаш врёсиай 
Е о{ 4упапис$, Со|ес{. шаш. рарегз, \Уо1. 1М, стр. 552 (Сат- 
ре 181), 


КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА 115: 


- В заключение я приведу несколько общих соображе- 
ний о значении н распространении кватернионов. При ` 
этом следует, конечно, отличать собственно умножение 
кватернионов от общего исчисления кватернионов. Пер- 
вое представляет собой нечто в высшей степени полез- 
ное, как достаточно вндно из предыдущего. Напротив, 
общее исчисление, как его понимал Гамильтон, рассматри- 
вает сложения, умножения, деления кватернионов в любом 
порядке, — другими юловамим оно составляет алгебру ква- 
тернионов; соединяя инфинитезимальные процессы, можно 
дойти даже до теовии функций в области кватернионов. ^ 
Конечно, ввиду того, что переместительный закон здесь 
не имеет места, все обстоит здесь совершенно иначе, 
чем в теории обыкновенных комплексных переменных, 
Но есть полное основание утверждать, что эти общие, 
широко задуманные идеи Гамильтона не оправдали себя, 
т, е. они не вошли в соприкосновение и в живой обмен 
идей с другими дисциплинами математики и ве приложе- 
ний и потому не вызвали общего интереса. 

Но в математике приходится наблюдать то же, что и 
в человеческой жизни: наряду со спокойными, объектив- 
ными взглядами большинства выступают страстные инди- 
видуальные убеждения. Так и кватернионы имеют своих 
приверженцев-энтузиастов и своих страстных противников. 

ервые, особенно многочисленные в Англии ив Америке, 
прибеглн —вот уже 12 лет—к современному средству: 
они основали „Всемирный союз для развития учения о 
кватернионзх“ 1): президентом его состоял сер Роберт 
Болл (Кое Вай), а основано оно в качестве вполне ин- 
тернационального учреждения японцем Кимура (Китига), 
получившим в Америке высшее оСразование. От интен- 
сивного изучения кватерннонов их сторонники ожидают 
совершенно особенного преуспевания математики. В про- 
тивоположность этому, вторые, противники кватернионов, 
не хотят о них и слышать н этим отказываются даже 
от столь полезного умножения: они исходят из того взгля- 
да, что все вычисления с кватернионами сводятся в ко- 
нечном счете к вычислению с четырьмя составляющими 


1) Любопытно, что в составе союза состояли некоторые решитель- 
выс противиикн кватеринонов, в 
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и что единицы и таблица их произведений представляк. 
излишнюю роскошь. Я`думаю, что оба направления ол 
наково далеко отклонились от правильного среднего г) ги 

[Несколько странно, что автор игнорирует ту точку 
зрения на кнатернион, которая руководила Гамильтоном 
при самом создании кватернионов Правда, эта точка зре- 
ния связана с учением о преобразовании пространства 
посредством растяжения и вращения (повторное рястя- 
жение), выражаемого произведением кватернионов, но она 
все-таки имеет свои существенно своеобразные черты и 
играет в истории кватернионов очень важную роль. Сущ- 
ность этой точки зрения заключается в том, что кватер- 
нион представляет собою отношение двух 
векторов трехмерного пространства. Этот 
вагляд ведет свое начало от учения Беллавитиса. Этот 
итальянский геометр первый дал систематически прове- 
денную геометрическую интерпретацию обыкновенных 
комплексных чисел. Беллавитис нзображает комплексные 
числа векторами на некоторой плоскости @, как это де- 
лали многие другие авторы до и после него (Валлис, Ве- 
сель, Аргон, Гаусс, Коши) 1). 

Но он вводит также умножение вектора на комплекс- 
ное число. Под произведением вектора а на ` комплекс- 
ное число 4 =г(с0$ @ -- [$11 @) Беллавитис разумеет век- 
тор №, длина которого получается умножением длины 
вектора а на положительное число г, а направление опре- 
дел ется поворотом вектора а на угол @. Так как при 
этом 6 =а.4, то комплексное число 4 можно рассмат- 
ривать как отношение вектора Ъ к вектору а. 

Исходя из этой ндеи Беллавитиса, Гамильтон ставит 
себе за дачей построить комлексные числа, которыми можно 
было бы выразить отношение любых двух векторов в про- 
странстве. В плоскости, определяемой этими векторами, 
это отношение выразится по Беллавитису обыкновенным 
комплексным числом, которое зависит от двух вещест- 
венных чисел; для определення расположения плоскости 
(т.е. направления нормали к ней) нужны еще два веществен- 


1) Систематически провеленное изложение метода содержится в 
сочинении Ц. Ве ау!(1$, Зрояопе 4е! шеюфо 4ейе едшройенге; 
Мофепа 1854. Но в отдельных мемуарах он излагался значительно рань- 
ше, начиная с 1832 г. 


Е ЗИ 
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ных числа. Таким образом комплексные числа, выражаю- 
щие отношение двух в”кторов в пространсгве. должны 
определяться каждое четырьмя вещественными числами. — 
это кватернноны. Построение теории кватернионов по 
этому замыслу изложено Гамильтоном в сочинении „Е|е- 
шеп{$ о! диайетюпз“, опубликованном в 1866 г. В более 
раннем сочинении „Г.ес{игез оп диа{егп!оп$“ (1853), как 
и в предварительных мемуарах, Гамильтон исходит из 
нных соображений, близких к тем, которые изложены в 


тексте. Ред.] 
4. Комплексные числа в преподавании. 


Покидая теорию кватернионов, я хочу закончить эту 
главу несколькими замечаниями относительно той роли, 
какую эти понятия играют в школьном преподавании. 
Конечно, никому не приходит в голову обучать в школе 
кватернионам, но зато постоянно заходит речь об обык- 
новенных комплексных числах х-+ {у. Быть может, не бу- 
дет лишено интереса, если я вместо длинных рассуждений 
о том, как это обыкновенно излагают и как следовало 
бы излагать, покажу вам на примере трех книг из раз- 
личных эпох, как развивалось исторически преподавание 
этих вещей. 

Я предлагаю вашему вниманию прежде всего книгу 
Кестнера (Казпег), который во вторую половину ХУШ в. 
занимал в Гёттингене руководящее положение. Вю время 
еще обучали в университете тем вещам из элементарной 
математики, которые впоследствии, около 30-х годов ХХ в. 
перешли в школу; поэтому и Кестнер читал тогда попу- 
лярно-математические лекции, которые посещались в боль- 
шом числе и не-математиками. Его учебник, лежавший 
в основе этих лекций, носит название „Начальные осно- 
вания математики“ 1); нас интересует в данном случае 2-й 
отдел 3-Й части: „Начальные основания анализа конечных 
величин“ *). Там на странице 20 начинается изложение 
мнимых величин приблизительно в следующих словах: 
„Тот, кто требует извлечь корень с четным показателем 


2) „Маетанзсве Ашапазетёпае“. В 
те еее 4ег Апа1уз8 спёНспег Огоззеп“, 3 Анй, @от- 
# 91. 
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из „отрицаемой“ величнны („уегпел!“ — так гогда гово- 
рили вместо „отрицательный“, „певаНу“), требует невоз- 
можного, ибо нет ни одной отрицаемой величины, ко- 
торая была бы такою степенью“. Все это совершенно 
справедливо, но затем на странице 34 читаем: „Такие 
корни называются невозможными или мнимыми“. Вслед 
за этим замечанием автор оперирует с ними совершенно 
спокойно, как с обыкновенными числами, не заботясь 
особенно об оправдании такого обращения с ними, хотя 
он только что и отрицал их существование, — как будто 
бы неразумное, благоларя присвоению определенного нме- 
ни, внезапно стало годным к употреблению. Вы узнаете 
здесь отражение точки зрепия Лейбница, согласно кото- 
рой мнимые числа представляют в сущности нечто совер- 
шенно нелепое, но, тем не менее, онн непонятным обра- 
зом ведут к правильным результатам. 

Вообще Кестнер писал весьма забавно; он даже по- 
лучил известность в литературе свонми эпиграммами. Так, 
в введении к упомянутой кннге он распространяется отно- 
сительно происхождения слова „алгебра“, которое при- 
надлежит, конечно, арабам, как показывает член „0/“. 

Под алгебраистом надо, по мнению Кестнера, понимать 
человека, который „делает целыми“ дроби, — другими сло- 
вами занимается рацнональными функциями, приводит их к 
общему знаменателю и т. д. Первоначально это якобы 
относилось также к деятельности врача-хирурга, который 
лечит при переломе костей. Кестнер приводит при этом 
в виде примера Дон-Кнхота, который отправляется к алгеб- 
раисту с тем, чтобы последний расправил ему поломанные 
ребра. Остается открытым вопрос о том, держался ли 
здесь Сервантес принятого словоупотребления или же 
здесь надо видеть сатиру. 

Вторая книга вышла в свет на много лет позже и при- 
надлежит берлинскому професору Ому: „Опыт вполне 
последовательной системы математики“ 1); эта книга имеет 
т0 же назначение, что и книга Кестнера, и одно время 
была очень распространена. Но Ом стоит гораздо ближе 
к современной точке зрения, так как он ясно высказывает 


:) М. Овм, „Уегзисн епез уоИ$ па Копзечиетет Зуев 4ет 
Ма!петаНк*, 9 Вёп4е, Вейн 1828, Ва. 1 (Аг. м. А1цеьха), стр. 226, 
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- принцип расширения чнсловой области. „Подобно отрн- 
‚ Цательным числам, — говорит он, — должно и символ /И—1 


присоединить к вещественным числам, как новую вещь“. 
Геометрическое толкование, конечно, не было ему еще 
известно: это было накануне появления упомянутой выше 
работы Гаусса (1831). 

Наконец, я хочу познакомить вас с одним из много- 
численных современных учебников, которым очень много 
пользуются: это „Сборник задач“ Бардея 1). Здесь на пер- 
вый план выступает принцип расширения, а впоследствии 
дается и геометрическое толкование. В этом, действительно, 
заключается теперь общепринятая точка зрения школьного 
преподавания, хотя в отдельных местах развитие и задер- 
жалось на предыдущей ступени. На мой взгляд, такое 
изложение вопроса является наиболее подходящим для 
школы: не утомляя ученика систематическим изложением 
и не вдаваясь, конечно, в абстрактно. логические рассуж- 
дения, следует толковать комплексные числа как расши- 
рение уже известного понятия о числе, избегая при этом, 
разумеется, всякой мистической окраски; но прежде всего 
должно приучить ученика к наглядному геометрическому 
толкованию их в комплексной плоскости! 

Мы пришли к концу первой главной части наших лек- 
ций, посвященной арифметике. Прежде чем перейти к та- 


`ким же пояснениям, относящимся к алгебре и анализу, я 


хотел бы сделать довольно продолжительное отступление 
исторического характера, которое бросает новый свет 
на общую постановку современного преподавания, а также 
на то, что мы решили бы в нем улучшить. 


У. СОВРЕМЕННОЕ РАЗВИТИЕ И СТРОЕНИЕ МАТЕМАТИКИ 
ВООБЩЕ. 


Позвольте мне начать с замечания, что в истории раз- 
вития математики до самого последнего времени очень ясно 
выступают два различных ряда развития, которые то сме- 
няют друг друга, то выступают одновременно и незави- 
симо один`от другого, то, наконец, взаимно переплетаются. 
Различне, которое я имею в виду, трудно выразить сло- 


1) Ваг4еу, „АшраБепзатиипр“, Меце АпНаре, Безогр{ уоп 
ГР. Рус{2Ккег ппа О. Ргез|ет, 5 Ашй., 1е1рё}в, 1907 р. 96 #. 
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вами, так как ни одно из обычных подразделений не под- 
ходит вполне. Во всяком случае вы поймете его лучше 
всего ва конкректном примере, а именно, если я покажу 
вам, как в лействительности пришлось бы построить самые 
Элементарные главы системы анализа в духе того и дру- 
гого ряда эволюцни. 

Если следовать одному из них, —мы будем называть 
его рядом эволюции А. — то получается следующая 
система, которая преимущественно господствует теперь 
в школах и в элементарных руководствах: 

1. Главное место занимает формальное учение об урав- 
нениях, следовательно, действия с целыми рациональными 
функциями и изучение тех случаев,. в которых алгебраи- 
Ческие уравнения разрешимы в радикалах. 

2 При систематическом развитии понятия о степени 
и ее обращении возникают логарифмы, которые оказы- 
ваются весьма полезными при числовых вычислениях. 

3 Между тем как до сих пор геометрия оставалась 
совершенно изолированной от арифметики и анализа, у 
нее теперь производят заем, который доставляет первые 
определения трансцендентных функций другого рода, 
именно тригонометрических функций; дальнейшая теория 
этнх функций строится затем в виде отдельной дис- 
ЦиплинНы. 

4. За этим следует алгебраический анализ, который 
Учит разлагать простейшие функции в бесконечные ряды; 
здесь рассматриваются бином Ньютона в общем виде, 
логарифм и его обращение -—- показательная функция—и 
тригонометрические функции. Сюда же относится общая 
теория бесконечных рядов и действий с ними. При этом 
обнаруживаются поразительные соотношения между наз- 
ванными элементарными трансцендентными функциями, в 
особенности знаменитая формула Эйлера: 


её = совх + [Чпх. 


Эти соотношения представляются тем более уднви- 
тельными, что они устанавливают связь между функциями, 
определения которых были взяты из совершенно различных 
областей. 

5. За пределами школьной математики к этому пост- 
роению примыкает в качестве естественного продолжения 
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теория функций комплексного переменного Вейерштрасса 
(\\Уе!егз{тазз). 

Теперь я представлю в общих чертах схему второго 
ряда эволюции В; здесь в общем господствует мысль 
аналитической геометрии, а именно — идея слияния пред- 
ставлений числа и пространства. Соотнетственно этому: 

1. Начинают с графического изображения простейших 
функций — многочленов и рациональных функций одного 
переменного. Точки пересечения кривых, получаемых при 
этом, с осью абсцисс определяют корни многочленов. 
Сюда же, естественно, примыкает учение о приближенном 
решении численных уравнений. 

2. Геометрический образ кривой является естественным 
и наглядным источником для понятия о произволной и 
0б интеграле; к первому приводит подъем или падение 
кривой, ко второму—площадь, заключенная между кривой 
и осью абсцисс. 

3. Во всех случаях, когда процесс интегрирования 
(или нахождение квадратур в узком смысле слова) не 
может быть выполнен в явном винде с помощью рацио- 
нальных функций, он дает новод к возникновению новых 
функций, которые таким образом вводятся вполне есте- 
ственно и единообразно. Так, квадратура гиперболы дает 
определение логарифма: 


х 
4х 
— = шх, 
х 


между тем как квадратура круга легко сводится к ин- 
тегралу 


х 


ен 
ут = агс мп х, 


другимн словами, к.обращениям тригонометрических фун- 
кций. Как вам известно, этот же самый ход мыслей при- 
водит далее к новым высшим классам функций, в частно- 
сти к эллиптическим функциям. 

4. Разложение всех полученных таким путем функций 
в бесконечные степенные Ряды пронзводится опять-таки 
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_по однообразному принципу-—на основании теоремы 
Тейлора. 

5. Высшим применением этого приема является анали- 
тическая теория функций комплексного переменного Коши- 
Римана, основанная на лиференциальных уравнениях Коши- 
Римана или на теореме об ннтегралах Коши. 

Есл; мы пожелаем четко выразить в немногих словах 
результа этого обзора, то можно сказать, что в случае 
первого ряда А в основе лежит тенденция к дроблению, 
т. е. такое понимание науки, которое всю ее область 
разбивает на ряд частей, вполне отграниченных одна от 
другой, и в каждой из них стремится обойтись минимумом 
вспомогательных средств, по возможности избегая заим- 
ствований у соседннх областей; идеалом здесь является 
изящно выкристаллизованное, логически замкнутое в себе 
построение каждой отдельной области. В противополож- 
ность этому, приверженец направления В придает главное 
значение как раз органической связи между отдельными 
областями и многочисленным случаям их взаимного со- 
действия; соответственно этому, он предпочитает те ме- 
тоды, которые дают ему одновременное понимание мно- 
гих областей с одной и той же точки зрения; его идеал 
состоит в том, чтобы обнять все математические науки, 
как одно целое. 

Не может быть сомнения относительно того, которое 
из двух направлений более жизненно, которое из них 
способно в большей степени заинтересовать ученика, — 
если только он не имеет спогиального предрасположения 
к абстрактно-математическим рассуждениям. Возьмем для 

. примера, чтобы лучше себе это уяснить, функции "и 
зтх, относительно которых нам придется именно по этому 
же поводу еще много говорить. В системе А —к сожа- 
ленню, к ней в данном случае почти нсключительно при- 
мыкает школа — они представляются совершенно разно- 
родными: функция @” и, соответственно, логарифм поя- 
вляются в качестве удобного вспомогательного. средства 
при численных выкладках, а яшх возникает в геометрии 
треугольника. Как же после этого понять то обстоятель- 
ство, что эти функции находятся в столь простой зависи- 
мости между собой, и особенно то, что в самых разнооб- 
разных областях, не имеющих. ничего общего ни с техникой 
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вычислений, ни с геометрией, они постоянно и неожиданно 
появляются как естественное выражение царящих там 
законов? Названия „функция сложных процентов“ или 
„закон органического роста“, которые давали функции е* 
н, с другой стороны, тот факт, что вх играет централь- 
ную роль всюду, где идет речь о колебаниях, показывают, 
как далеко заходит возможность нх применения. В ‚системе 
же В все это представляется вполне понятным \, соответ- 
ствующим значению функций, отмеченному с самого начала, 
Ведь здесь функции 2’ изшх возникают из одного источ. 
ника, из квадратуры простых кривых, а это приводит, 
как мы увидим ниже, к диференциальным уравнениям 


42° @5тх 
простейшего типа | —=е’, 2 = — 5х т которые 


составляют естественную основу всех упомянутых при- 
ложеннй. 

Но для полного понимания развития математики необхо- 
димо еще вспомнить о третьем моменте С, который 


‚ очень часто играет важную роль то отдельно, то вместе 


с рядамн эволюции А и В. Речь идет о том, что обозна- 
чают словом алгорифм, возникшим из искаженного имени 
одного известного арабского математика. Алгорифмом яв- 
ляется, в сущности, всякое строго установленное фор- 
мальное счисление, —в частности, буквенное счисление. 
Мы уже неоднократно отмечали, какую огромную роль 
в развитии науки играл алгори рмический процесс, являясь 
как бы самостоятельной движущей силой, присущей самим 
формулам и оказывающей свое действне независимо от 
намерения и предвидения того илн другого математика 
и часто даже вопреки его желанию. Так и в начале раз- 
вития исчисления бесконечно малых алгорифм, как мы еще 
при случае увндим, часто побуждал к созданию новых 
понятий и действий даже прежде, чем математики могли 
отдать себе отчет в их допустимости. Даже на высших 
ступенях развития эти алгорифмические моменты могут 
приносить пользу и действительно приносилн ее, так что 
их можно назвать подпочвой развития математики. Позэ- 
тому оставлять в стороне эти моменты, как играющие 
в развитии математики исключительно формальную роль,— 
а это теперь в моде, —значнт не считаться с историческим 
ходом развития науки. 
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Я хотел бы проследить теперь подробнее контраст 
между этими различными направлениями в работе мате- 
матиков на протяжении всей истории математики; при 
этом я, разумеется, буду иметь возможность упомянуть 
лишь самые важные моменты развития. Тем не менее 
различие между направлениями А и В, проходящее через 
всю область математики, обнаружится здесь еще яснее, 
чем в приведенном ине сопоставлении, при котором 

ичивались областью анализа. 
и с древних греков, то мы найдем резкое 
разграничение чистой и прикладной математики, которое 
восходит к Платону и Аристотелю. К чистой математнке 
относится прежде всего нзвестное евклидово построение 
геометрин, к прикладной принадлежат в особенности ыы 
словые операции, так называемая логистика (4›уо5— всеоб- 
щее число; ср. стр. 47). Прн этом к послелней относилась 
довольно презрительно,— предрассудок, который во мно 
гих случаях сохранился до сих пор, но, во всяком случае, 
большей частью только у людей, которые сами не умеют 
вычислять. Этому положению логистики могло содей- 
ствовать отчасти то обстоятельство, что она развивалась 
в тесной связн с тригонометрией и с потребностями прак- 
тиче-кого землемерия, которое с древних времен казалось 
людям недостаточно благородным занятием. Конечно, 
она снова была несколько резбилитирована тем, что без нее 
не могла обойтись другая наука, которая хотя и род- 
ственна геодезии, но в противопо зожность ей всегда счи- 
талась одной из самых благородных, — астрономия. Эта 
‚греческая манера научной работы с ее строгим размеже- 
взнием отдельных областей, каждая из которых излагалась 
затем в виде как бы застывшего логического построения, 
принадлежит, конечно, целиком ряду эволюции А. Тем 
не менее грекам не были чужды и рассуждения в духе В; 
они, повидимому, служили им для эвристических целей 
и для первого сообщення их открытий; однако для окон- 
чательного изложения форма А ка-алась им незаменимой. 
Эго видно из недавно открытого манускрипта Архимеда *), 


1) Не!Бегя ип ДенЁНеп, Еше пеше ЗсВИЙ 4ез Агсбнте4ез, 
таре 1907. Имеется в русском переводе: Геяберг, Новое сочи- 
нение Архимеда. Пол редакцией ‘и с предисловием приват-децента 
И. Ю. Тимченко, Одесса, „Ма ему“ 


ЕЕ СВЕИ 
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в котором последний сообщает вычнсления объемов тел 
в вполне современной живой форме. 

Наряду с греками в истории математнки в древности 
особенное значение имеют индусы как творцы современ- 
ной системы счисления, и позднее арабы, передавшие ее 
нам; у послелних встречаются также начатки буквенного 
счисления. Ясно, что эти успехи принадлежат адгорнф- 
мическому ряду эволюций С. 

Переходя к новому времени, мы можем прежне всего 
отметить около 1500 г. начало возрождения математи- 
ческого творчества, которое принесло с собой целый ряд 
замечательных открытий. Для примера я назову формаль- 
ное разрешение кубического уравнения (формула Кардана), 
когорое нахолится в „Агз тавпа" Кардана (Саг4апо), поя- 
вившейся в Нюренберге в 1545 г.; эго в высшей степени 
ценное произведение содержит вообще зародыши совре- 
менной алгебры, выходящие за пределы схемы античной 
математики. Конечно, это не составляет собственной за- 
слуги Кардана, так как он, повидимому, не сам открыл 
свою знаменитую формулу, но заимствовал ее, как и мно- 
гое другое, у иностранных авторов. 

Начиная с 1550 г., на первый план выступают триго- 
нометрические вычисления; появляются первые большие 
тригонометрические таблицы, вызванные потребностями 
асгрономии, относительно которой я ограничусь одним 
только именем Коперника. Начиная приблизительно с 
1600 г., непосредственно к этому примыкает развитие 
логарифмов; первые логарифмнческие таблицы, соста- 
вленные шотландцем Непером (Мар!ег или Мерег) в 1614 г., 
содержат только логарифмы тригонометрических функций. 
Таким образом мы видим, что в эти 100 лет развитие 
математнки в точности следовало схеме А. 

Теперь мы прнходим к новеншему времени — к даль- 
нейшему течению ХУЦ в. Здесь на первый план высту- 
пает исключительно направление В. В 1637 г. появляется 
аналитическая геометрия Декарта, которая устанавливает 
связь между числом и пространством, нграющую основ- 
ную роль во всем последующем развитии математики; это 
произведение легко достать в новом издании 1), В связи 


1) В. РезсагЁез, 1а ОСбот@не. Моцу. 64. Райз 1886. Это 
сочинение в мепродолжительном времени появится в русском переводе, 
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с этим тотчас выступают две великие проблемы ХУЦ во; 


проблема. касательных и проблема квадра- 


туры, т. е. проблемы диференцирования н ин". 


тегрирования. Для развития дниференциального и 
интегрального исчисления в собственном смысле недостает 
еще только одного факта: еще не знают, что обе пр 
лемы ваходятся в очень тесной связи, что одна пред- 
ставляет обращение другсй; в уяснемни этого заключа- 
лось, повидимому, ядро того грсмадного прогресса, ко- 
торый осуществился в конце столетия. 

‚ Но еще раньше, в том же столетии, возникает учение 
о бесконечных рядах, в особенности о степенных рядах, 
и притом не как самостоятельная дисциплина в смысле 
современного алгебраического анализа, но в теснейшей 
связи с проблемой квадрирования. Меркатор (латинская 
перелелка немецкого имени „Кремер“: КгАтег—торговец), 
в особенности известный как творец меркаторской проек- 
ци", первый проложил здесь .путь; ему принадлежит 
смелая идея—для разложения в ряд ш (1 + х) выполнить 


1 
деление в дробн Та и проинтегрировать по частям по- 
-- 


лучившийся ряд; 
х 


х 
шах) = се Га-х+ № — №4...) @х= 
Г 6 


Это в точности соответствует холу его мыслей, хотя он, 
конечно, пользуется не нашими простыми знаками |, @Х 
ит. д, но более тяжелым языком. После 1660 г. этим 
процессом стал пользоваться Ньютон, который построил 
ряд для выраження бинома с любым показателем. Ко- 
нечно, им руководили при этом только заключения по 
аналогии с известными ему простейшими случаями; он не 
владел строгим доказательством н не знал границ прило- 
жимости этого разложения, — в этом снова обнаруживается 
алгорифм, т. е, момент С. Применяя этот ряд к выра. 


женню = (1-8) Рон получает по способу Мер- 


и 


ПА. камер воывотыр до. стир ася бд латыйо> альт тнт ме ЕЖУ г 
ен 


К оренда 
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г. - 
катора ряд дая | — 4 „загс $1 аа 
тора.ряд д. = зшх. С помощью очень 
искусного обращения этого ря 
тЫ 11 х, он получает аа ти ы и ее 
к Е и цепи открыгий следует назвать, наконец, Тей. 
ра (Тау1ог), нашедшего в 1714 г. свой общий 
Е разложения функций в степенные ряды а 
ое ЛЕНИ бесконечно- 
( мысле в кон 
а ы, к известно, Лейбницу и НТО, он 
р а а является представление о те- 
ых Г ы нЕ Не как функ- 
| . м как теч 
р еы и эти функции. Соот Сенно Е 
ны азывается У Ньюгона НПиепз, а то что ни 
называем производной, он обозначает, как „фяюкси ы 
х, у. Мы видим, как тутвсе сплошь осно Е 
а представленин. а 
же относится и к изложе е 
и рю появилась в 1684 ро тер ыы 
ее открытием принцип не прерыв ст 
о процессе природы, т, е. положенне: 
„Мага поп {асй зайит“, На этом представлении — 
сов природы он основывает свои ма1ематические р, 
ния, — опять-таки черта тнинчная для системы ВС 
а сор у Лейбница большую роль играет рн 
а тор (С); от него ведут Начало столь цен- 
ь очки зрения алгорифма, обозначения Чхи /' 
целом результат этого об,‚ора заключается в и е 
великне открытия ХУИ в. по сущест а 
и ака эволюционном у рад в 
т тя период открытий прололжлегся сперва 
а правлении; в качестве наиболее блестя- 
мен приходится назвать Эйлера (Еше) и Лагранжа 


общем смысле, вкл 
. ючая вариационн 
ее а также вырастает злание И аать стой 
Е и аналитической механики; в 
д видим живое движение вперед. Это ан иЕС 
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эпоху в истории географии после открытия Америки, 
когда новые страны исследовали и объезжали вдоль и 
поперек. Но совершенно подобно тому, как там еще долго 
не было и речи о точных измерениях, так что в первое 
время имели, совершенно ложные представления даже 
об общем положении новой части света (ведь думал же 
вначале Колумб. что открыл восточный "берег Азин), — так 
и здесь, во вновь завоеванных странах новой математи- 
ческой Части света, анализа бесконечномалых, в первое 
время были довольно далеки от надежной логической 
постановки. Дяже по вопросу об их отношениях к ста- 
рым, хорошо известным дисциплинам, впадали подчас 
в заблуждения, считая исчисление ‘бесконечно малых 
чем-то мистическим, не допускающим точного логи- 
ческого анализа, До чего шатко было основание, на 
котором первоначально стояли творцы нового анализа, 
стало вполне ясным лишь тогда, когда понадобилось но- 
вые отрасли математики изложить в доступном виде в ру- 
ководствах; тогда сразу обнаружилось, чт'› направление В, 
до сих пор единственно господствовавшее, здесь уже бес- 
сильно, и Эйлер первый останнл его. Хотя в нем самом 
исчисление бесконечно малых и не вызывало никаких 
сомнений, но для начинающих он», по мнению Эйлера, 
представляло слишком много трудностей и сомнений. 
Исходя из этих дидактических соображений, он счел 
нужным предпослать ему в виде отдельного курса под 
названием „Введение в анализ бесконечномалых“ (пго- 
ЧисНо 1п апаузп шЯпНогит“, 1748) ту дисциплину, которую 
мы теперь называем алгебранческим анализом. К этому 
курсу Эйяер относит в особенности учение о бесконеч- 
ных рядах и других бесконечных процессах, которое 
служит ему пстом фундаментом при построении исчисле- 
ния бесконечно малых. 

Горазло более радикальный путь прокладывает почти 
50 лет спустя Лагранж в своей „Теории аналитических 
функций“ (1автапее,Тнёоне 4е5 юпсНопз апау{иез. 1797). 
Свои сомчення относительно современного ему обоснова- 
ния исчисления бесконечно малых он находит возможным 
устранить лишь тем, что он отказывается от него как 
от общей дисциплины, понимая под ним просто собрание 
формальных правил, относящихся к известным специаль- 


Е 
й 
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ным функциям; а именно, он рассматривает исключительно 
такие функции, которые даны в виде степенных рядов: 


Н(х) = -- ах + ах" ах? + ..., 


и такие именно функции он ни называет аналитическими, т.е. 
такими, которые встречаются в анализе и с которыми 
последний действительно может что-либо предпринять. 
Производная такой функции 1(х) определяется вполне 
формально с помощью второго такого же степенного ряда, 
как мы это еще увидим впоследствии, и взанмная связь 
между такими рядами и составляет пр иЕт диференци- 
ального и интегрального исчислений. Такое самоограни- 
чение чисто формальными построениями, конечно, устра- 
няло для того времени целый ряд затруднений. 

Вы видите, что эта деятельность Эйлера и Лагранжа 
целиком принадлежит направлению А, заменяя 
ваглядно-генетическое развитие строго замкнутым в себе 
самом кругом мыслей. Оба эти сочннения имели огромное 
влияние на школьное преподавание; если в настоящее 
время в средней школе изучают бесконечные ряды или 
решают уравнения разложением по степеням по так назы- 
паемому способу неопределенных коэфициентов, но отка- 
зываются включить в ее программу диференциальное 
и нитегральное исчислеция в собственном смысле слова, 
то это значит, что наша школа вполне еще находится под 
влиянием Эйлера и Лагранжа. 

Нанболее существенным для начала ХХ в., к которому 
мы теперь переходим, является строгое обоснова- 
ние высшего анализа посредством призна- 
ков сходимости, о которых раньше не заботились. 
В ХУ в. в этом отиошении царит еще райское состоя- 
ние, в котором не различают добра и зла, сходящегося 
и расходящегося ряда; даже в „Но4исНо“ Эйлера мирно 
уживаются рядом схолящиеся н расходящиеся ряды. Но 
в начале нового столетия Гаусс (Сбаиз$) и Абель (АБе]) 
публикуют нервые точные исследования о сходимости, 
ав 20-х годах Коши (Саиспу) развнвает в своих лекцнях 
я сочипениях первое точное обоснование исчисления бес- 
конечно малых в современном духе. Он не только длет 
точное определение производной н интеграла как пределов 
конечных отношений и сумм, как это уже делали иногда 


9 +. Клейн, Элементарная математика, 
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и до него, но впервые строит на нем последовательную 
систему преподавания анализа, выдвигая ва первый план 
теорему о среднем значении. Впоследствии мы еще оста- 
повимся на этом подробнее. Эти теории принадлежат, ко- 
нечно, направлению А, так как они систематично логически 
разрабатывают известную область, изолированно от дру- 
гих областей. Между тем эти теории не оказалн никакого 
влияния на нашу школу, хотя они были вполне способны 
разрушить старые предрассудки против диференциального 
и интегрального исчисления. 

Мз дальнейшего развития математики в ХХ в. я 0т- 
мечу лишь очень немногое. Прежде всего я назову неко- 
торые успехи, принадлежащие направлению В: возникают 
новая геометрия, математическая анк и теория ны 
ций комплексного переменного по Коши и Римапу. Вож- 
дями при возникновении этих трех обширных областей 
были сперва французы. Здесь уместно будет сказать 
несколько слово стиле математического изложения. 
У Евклида вы все найдете расчлененным по схеме: „пред- 
положение, утверждение, доказательство“, к которой он 
еще присоединяет „определение“ (отграннчение области, 
внутри которой действительны рассуждения); в широких 
кругах вы можете встретить мнение, по которому вся 
математика всегда движется по такой схеме в четыре 
такта. А между тем, как раз в тот период, о котором 
мы сейчас говорим, у французов стала вырабатываться 
новая художественная форма математического изложения, 
которую можно называть искусно расчлененной дедук- 
цией. Сочинения Монжа или, чтобы назвать бояее новую 
книгу, „Курс анализа“ Пикара (Р1саг4, Ттайё 4’апа1узе) чи- 
таются совсем, как хоро'по написанный увлекательный ро- 
ман. Это стиль, свойственный манере В, тогда как евкли- 
дово изложение вполне родственно манере А. 

Из немцев, сделавших великие завоевания в названных 
областях, я назову еще Якобн и Римана и присоединю 
сюда же из новейшего времени Клебша и норвежца Ли. 
Все они существенно принадлежат направлению В, но 
только по временам у них замечается алгорифмическая 
тенденция. 

С Вейерштрассом снова сильнее выступает на первый 
план метод мышления А, пачнная с 1860 г., когда он 


а... дыни 


и ет свои лекции в Берлине, Теорию функций 

Не . а ПЕ ое под литерой А. В равной 

жат типу А новейшие исследов: б 

аксномах геометрии; здесь мы ОС 

имеем исследовання совсе\ 

в духе Евклида, которые и по изложению снова прибли- 
ве. к указанному выше типу. 

Е о мы закончим наш краткий исторический обзор; 

—. стве его результата мы можем сказать, что за це. 

и толетия исторни математики оба наши главнейшие 


ты - пренебреженни. Пусть каждый математик ра- 
ом направлении, к которому лежит его сердце 


я о образования должно поэтому 
за более сильное выдел 
ар ение направления Б. 
таю необходимым прежде 
; всего провестн 
в преподаванин генетический т 
и метод, более настойт 
подчеркивать наглядные пр | и 
остранственные п 
и, в особенности, выдвинуть О 
т на первый план понят 
р па, сливая при этом представления о пространстве 
“ ТОН же цели должны служить 
и настоящие. лек- 
ции, тем более. что в тех кни - 
, гах по элементарной 
тике. к которым мы вообще в ре 
сегда обращаемся за сове- 
ня Вебера и Вельштейна, Тропфке а 
лючительно представлено напра |; на. ` 
: вление 4; на этот 
контраст я указывал уже во я у у 
введении к этому курс 
в На этом мы заканчиваем историческое стуле В т 
ратимся к следующему большому разделу курса 


АЛГЕБРА. 


ВВЕДЕНИЕ. 


Я начну с того, что назову вам несколько о 
по алгебре, чтобы немного ориентировать т мы о 
ствующей весьма обширной ‚литературы. и ы 
я упомяну о „Сомгз @’а1ёБге Серре (Зегге!) *), к я 
раньше ину нас был в большом ходу и имеет з т 
крупные заслуги. Но теперь у нас И 
нением два большнх немепких учебника: „ а 699) 
А1веБта“ Г.Вебера(Н. \еБег. 2. Аий.. Вгаппзсвуе!8 НИ 
и „УоЦезипееп @Бег А|сефга“ Е. Нетто (Е. Ва. нЕ 
1896/1900), каждый в двух томах; оба содержат ее 
чайно много трудных вещей и вообще предназ р и 
главным образом, для дальнейшего ин РРые 
ния алгебры °); для обычных потребностей канд т : 
на должность учителя они кажутся мне ны р. 
ными н, во всяком случае, слишком дорогими. о 
ней степени отвечают таким требованиям и летит Г 
ются „Лекции по алгебре“ Бауера °), которые И 
выходят за пределы того, что должен знать учитель. р 
тической стороны, в смысле численного решения м 
ний, может служить дополнением к этим лекциям т 
шая книжка нашего профессора Рунге „Практика ура Е 
ний“ 4, которую я могу только настойчиво вам рекоменд 


вать 5). 


‚ Курс высшей алгебры. 

3) к а примыклют более краткие Е 
к 1) Е, №еНо, Нетегаге А!оеБга, име а 
геп4е ег${ей бетезег 2-е Аш, ГарЯя ; 2) Н. ие 
а де КМеше АнзраБе ш ешет Вапёе 2 ег АБагак., Вгаип- 

зепмер 1921. ) НО 
) С ‚ Уопезиивеп йЪег А!зеЪга (еп, 1903. 
$ с РАНЕ Ргах1$ Ча С1аспипоеп,. Затиая ЗсвиБей ХГУ, 
1900, : 
вт. этому нужно присоединить еще очень интересное новос ан- 
сянйское сочинение Вигая4е, 
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Обращаясь теперь к нашей теме, я должен предупре- 
дить вас, что по самому характеру этих лекций я, конечно, 
не могу дать здесь систематического изложения алгебры; 
я могу лншь дать отдельные выдержки, так что будет 
наиболее целесообразным, если я выделю такие вещи. 
которые несправедливо опускаются другими авторами 
и которые в то же время способны представить в 0со. 
бенном освещении школьное обучение. Все мое изложе- 
ние будет группироваться вокруг одного пункта, а именно 
вокруг применения графических и вообще геометрически 
наглядных методов к решению уравнений. Это составляет 
содержание крайне обширной и богатой различными соот- 
ношениями главы, из которой я, конечно, опять-таки могу 
выхватить только ряд наиболее важных и интересных 
вещей; мы будем при этом вступать в органнческую связь 
© различнейшими областями, занимаясь, таким образом, 
математикой в смысле нашего эволюционного ряда В. 


1. ВЕЩЕСТВЕННЫЕ УРАВНЕНИЯ С ВЕЩЕСТВЕННЫМИ 
НЕИЗВЕСТНЫМИ. 


Мы ограничимся сначала уравнениями с вещественными 
коэфициентами и вещественными значениями неизвестных. 
Комплексными величинами мы займемся позже. Начнем 
с очень простого частного случая, который поддается 
геометрической обработке. 


1. Уравнения, содержащие один параметр. 
Это уравнения такого типа: 
[<, д -=0. 


Мы получим наиболее простое геометрическое толко- 
вание их, если заменим 1 второй переменной у и станем 
рассматривать 

Кох, у) =0 


`как уравнение кривой в плоскости ху-ов (фиг. 24). Точки 


пересечения этой кривой с параллелью у == д к оси абсцисс 
дают вещественные корни уравнения }“х, 4) =0. Если 
приближенно начертить эту кривую, — что при не слишком 
сложных функциях | нетрудно, — то, перемещая параллель, 
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легко можно видеть, как при изменении А изменяется 
число вещественных корней. Особенно пригоден этот 
прием, когда | есть линейная функция от 4, т, е. для ис- 
следования уравнений внда: 


9—4: () =0; 
действительно, в этом случае уравнение = дает 


иона кривую, и ее поэтому легко построить. 
этих случаях указанный метод может быть с пользой 
применен и для действительного вычнсления корней. 


Фиг. 25. 


Рассмотрим в качестве примера квадратное уравнение 

х ах —4=0. 
Кривая у= х*-- ах представляет параболу (фиг. 25), так 
что сразу видно, для каких значений А чнсло веществен- 
ных корней уравнения равно 2, 1, 0, соответственно гори- 


зонталям, пересекающим параболу в 2, 1, О точках. Выпол- 
нение таких простых ин наглядных построений кажется 


мне весьма полезным и для высших классов школы. . 


В качестве второго примера возьмем кубическое уравне- 
ние хз -- ах? + рхХ—4=0, которое дает нам кубическую 
параболу у = хз -- ах? + 6х. Смотря по значению коэфи- 
циентов а, 6, эта парабола имеет различный вид. На фиг. 26 
принято, что уравнение х? - ах +6 =0 имеет веществен- 
ные корни; тогда видно, как па ели разделяются на 
такие, которые встречают параболу в одной точке, и на 
такие, которые встречают ее в трех вещественных точках, 
тогда ‘как в двух предельных положениях имеем по од- 


ному двойному корню. ` 
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2. Уравнения с двумя параметрами. 


Здесь графическая постановка проблемы требует боль- 
ше искусства, но зато и результаты оказываются более 
‘значительными и более интересными. Ограничимся тем 
случаем, когда оба параметра 4, м входят линейно; неиз- 
вестную уравнения обозначим через Ё тогда уравнение 
вещественные корни которого требуется определить, будет 


иметь вид: 
Ф(Э 2-х () + и: (0=0, (1) 


тде ф, х, ф обозначают некоторые многочлены относн- 
ТеЛЬНО {. 


я 


я 9--и 
Фиг. 25. Фиг. 27, 

| Если х, у обозначают обыкновенные прямоугольные 
координаты точки на плоскости, то всякая прямая в этой 
плоскости изобразится уравнением: 


у-их -- у=0, (2) 

н мы можем назвать и, у координатами прямой: 
: (—4) есть 
тангенс угла, образуемого прямой с осью х ов, Г у) я 
жет отрезок, отсекаемый прямою на оси у-ов (фиг. 27). 
сли считать точку и прямую и соответственно коорди- 
наты точки и прямой равноправными понятиями, то этот 


взгляд окажется особенно важным в дальнейш Мы 
ем. 
жем сказать, что уравнение ы 


. уих-+т=о0 


Е соединенное положение прямой (п, Ъ) и точки (х, у) 
. @. что точка лежит на прямой, а прямая проходит че- 


рез точку 1). 


1 * 
) В настоящее время такое 
ницидентностью. Ред. ео аа 
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Чтобы истолковать геометрически наше уравнение (1). 
приведем его к виду (2), чего можно достигнуть двумя 
существенно различными способами: 


А. Полагаем: 


=: ?(0 Х == #(0 (За) 
+(0’ #(0’ 
и=А "= (ЗЬ) 


Уравнения (За) изображают при переменном ! вполне опре- 
деленную рациональную кривую в плоскости ху, так на- 
зываемую „определяющую кривую“ (Мопикишгуе) уравие- 
ния (1); всякая ее точка соответствует определенному 
значению Ь так что на ней можно нанести шкалу значе- 
ний Ё. На основании соотношений (За) можно непосред- 
ственно вычислить сколько угодно точек кривой и 1по- 
строить таким образом достаточно точно определяющую 
кривую с помощью ее шкалы. Для каждой определенн 

пары параметров А, в уравнения (35) изображают неко- 
торую прямую в плоскости; тогда уравнение (1), согласно 
сказанному, выражает, что точка 1 определяющей кривой 
лежит на этой прямой. Рассматривая все действительные 
пересечения определяющей кривой с этой. прямой и от- 
считывая значения параметра в них по шкале кривой, 
можно получить все вещественные корни уравнения (1). 
Для лучшего уяснения послужит нам квадратное урав- 


нение: 
вии = 0. 


Определяющая кривая представляет в этом случае пара- 
бол" - 
у, и у == Х", 

ибзораженную на фиг. 28 с намеченной шкалой, по 
которой сразу можно прочесть вещественные корий 
нашего уравнения как пересечения параболы © прямой 
ухи = 0. Так, фиг. 28 показывает, что корни уравне- 
ния 8 — #—1=0 лежат между 3/, и? и между —1и— 1. 
Существенное отличие от предыдущего метода заключа- 
ется в том, что здесь мы рассматриваем все прямые пло- 
скости, тогда как раньше мы брали только горизонтали. 
Зато теперь мы можем, пользуясь одной и той же раз 
начерченной параболой, приближенно решить все воз- 
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Я де уравнения. Последний метод оказы- 
тельно пригодным для практическ 
их целей, 
> В не требуется значительной точности. ? 
— оно можно трактовать все кубические уравне- 
т р как известно, посредством линейного пре- 
р ния приводятся к так называемой „приведенной 


форме": 
ван =0; 


опреде : 
т кривой здесь служит кубическая парабола 


у=В, х=Ё или у= 28. 


>-х 


Фиг. 28. ` фиг. 99 


ь В метод представляется мне вполне уместным 
на Е. находят, несомненно, громадное удо- 
СтТВи тоятел 
ре ьном вычерчивании подобных 
В. Второй метод т 
олкования уравнения (1) по 
л 
на первого, если применить принцип Ре - 
и, т.е. если обменять местами координаты точки и 


координаты прямой. Для этого 
. переп 
в обратном порядке: ерепишем уравнение (2) 


ухиу=0 


п приведем уравнение (1) к этому виду, полагая: 


=, ий 
6’ “0 (4а) 


о (45) 
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р (44) преяставаяюут, юри ыы $ семейство 
ых, огибающих искоторую ой ую кривую, 


ил иривую“ уравнения (1} в этом новом его 
эстолноваяна: это == рашионельная кривая определенного 
хласса, так как она выражается в коофдинатах прямой 
посредством рациональных фуйкиий одного рн на 
Каждия касательная и вместе с вею её точка касания 
зоаучаются ори определенном значении & так че вы снова 
получаем некоторую шмиалу на опрелеляющей кривой, 
Нанося на чертеж достаточно много касательных ва осно. 
нанин уравнений (48), можно получить кривую и шкалу 
г жюбой степеные точноств. При оаределенных значениях 
й в ее {1 говорит, чт касательная Ё к опреде. 
НА А чыражагную 
т образом можио получить все 
вещественные кори, уравнения {1}, если сорелелить те 
значення параметра #, которые принадлежат всем каса- 
тельным к определяющей кривой, проходящим чераз Бы 


Х=4, ей 
меры, к квадратного уравнения 
Ия 
зиренеливкищей криной нвляатся огибающая прямых 
р пей 
ее & вершнной в начале кооплинат (фиг, 30). 
Чертеж адет сразу ветественные корни, соответствуя 
занной паре значеный 1, х в внае параметров {0 касалель- 
яых К ипраболе из точки (1, я 
Для кубического уравнения 
Р-У+кео 
зирелеляющая кривая уз= 0, #={ есть кривая третьего 
и Е щадя точну заоствения в начале координат 
Этот метод можно прелстаевть еше в нескольно лру+ 
том вихе, Вели рассматривать только так ирзмраемое трех» 
чавиное уравнение: 
о 
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2х система касательных определяю 
«товленя уравнением, содержащим Не о ыы 
Иу= г. ке. + фах в, 


Чтобы получить уравнение опреде. 
алое , 
а, координатах, нало, как извество, м пар. 
метр Г из этого уравиевия И на урявиення, позучасиото 


из чего лнференцированием во 11): 
в 4 пхр-Ь 0; 


добстоительно, обренелиющая криваз веть ду 

<емейстоя прамых, содержащая зозкх пересеченых си 
двух сдедукипих т: за |. прямых не 6. 
р о аж - Ка вырезим нз обоих ураа- 


ие м г ро Я ма 
| Хы. Е М", ры вы я =, ЕН 
ыы уравнение определяющей кризой в координатах 
. Для опрелелякниих «ривых квадратного м куб 
ческого 
оу ваятых наие для примера, получаем по этоку 
а — 21. р=Й, 
И Х =. 3, }=2м; 
0 иг определинонщая зан прива есть ве что ний 
Урабнен; 


обезиыа № как ОгНбоа «о 
Е Не, можна я тем = ры %х 
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эти уравнения действительно выражают кривые на фиг. 30 
и 31. 


Замечу, что этот прием проводится на практике про- 
фессором Рунге (Кипяе) в его лекциях и упражнениях, 
и что они оказывается особенно целесообразным для дей- 
ствительного решения уравнений. И в школе можно ре- 
комендовать использовать при случае тот или другой 
из этих чертежей. : 

Если сравнить между собой оба рассмотренных нами 
способа, то окажется, что по отношению к олной опре- 
деленной, но весьма важной цели второй способ имеет 
существенное преимущество, а именно: в тех случаях, когда 
хотят получить наглядное представление о совокупности 
всех тех уравнений определенного типа, которые имеют 
данное число вещественных корней. 

Такие совокупности уравнений изображаются при пер- 
вом способе системами прямых, а при втором — областями 
точек; последние формы совокупностей, в силу некоторой 
особенности наших геометрических представлений или же 
в силу привычки, нам существенно легче наглядно себе 
представить, чем первые. 

Теперь я хочу показать на примере квадратного урав- 
нения, чего можно достигнуть в этом направлении; в этом 
случае через точки, лежащие внутри параболы (фиг. 32), 
не проходит ни одной касательной к ней, а через каж- 
дую точку, взятую вне параболы, проходит по две дей- 
ствительных касательных; таким образом эти области 
изображают совокупности всех уравнений, имеющих 0 
или 2 (вещественных) корня. Через кажлую точку на са- 
мой параболе проходит только по одной касательной, 
которая принимается за двойную; таким образом, как здесь, 
так и вообще, сама определяющая кривая является гео- 
метрическим местом точек, для которых два корня урав- 
нения совпадают; вследствие этого ее можно назвать 
дискримннантной кривой. 

В случае кубического уравнения через каждую точку 
внутри клнна определяющей кривой проходит по три 
касательных к ней (фиг. 33); действительно, для точек, 
расположенных на срединной линии, это следует из сим- 
метричности фигуры; с другой же стороны, число каса- 
тельных не может изменяться, если переходить к другим 


я этого попросту касательны 
а значениям параметра #,, 
а разделение плоскости на об. 
м этот прием прежде всего опять к кв 
нию, то вопрос сводится к опреде 
ных, которые проходят через дана 
параболы в точках ее дуги между 
Я точку треугольника, образу. 
олы и обеими „основными“ ка 
через концы дуги [, Ё,, проход 
переходе через каждую из осн 
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по 
и а при этом кривой. Когда точка ху 
= кривую, то два корня из трех совпадают: 
м а чка переходит в область, лежащую вне 
только один вещественный коре ными и остается 
. Наконец, в 

а имеем только одну тройную касательную а 

ветствующее уравнение (В =0) имеет только один 


тройной корень. Черт 
: еж позвол 
ровку одним взглядом. и 


Фиг. 32. 


Фиг. 33. 


Ф 
а т еще интереснее и дают суще- 
Е ‚›егли ввести, — как это часто приходится 
а НЕ де — еще некоторые ограничения для кор- 
Ни р, если задаться целью найти все веще- 
ые корни, лежащие в данном проме- 


жутке 1<ЕЁ<Ь. Общий 
как известно, теорема по На 


полнить наши фигуры, чтобы он мы Нетрудно так до- 


и давали удов 
8 летво - 
ое наглядное решение и этого общего О остров 


е к определяющей кривой, 
1, и рассмотрим 
ласти. Если при- 
адратному урав- 
лению числа касатель- 
ую точку и касаются 
Ци Ь (фиг. 34) Через 
емого этой дугой пара- 
сагельными, проведенными 
ят по две касательные; при 
овных касательных теряется 
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одна из касательных, ибо она касяется параболы вне взя- 
той дуги; через точки серповидных областей, ограничен- 
пых параболой и одной из основных касательных, не про- 
ходит ни одной прямой, касающейся параболы в точках 
дуги (1, #5); через внутренние точкн параболы вовсе не 
проходят действительные касательные. Таким образом обе 
дуги Ви #>Ь дяя получающегося при этом разделе- 
ния плоскости не имеют существенного значения; остаются 
только сплошные линии фиг. 34, благодаря которым мы 
получаем возможность, пользуясь проставленными числа- 
ми, ясно обозреть совокупность тех квадратных уравнений, 
которые имеют по 2, 1, 0 вещественных корней между Ц и 4. 


, 


ры 
Фиг. 31. Фит. 35. 


Точно так же поступаем и с кубическим уравяением. 
Пусть &>0, &< 0. Снова проводим основные касатель- 
ные с этими значениями параметра (фиг. 35); надо рас- 
смотреть только то разделение на области, которое про- 
изводят эти касательные и заключенная между ними луга 
определяющей кривой. В четырехугольной области у остряя 
действительно через каждую точку проходит по три ве- 
щественных касательных, касающихся крипой в точках 
дуги между Ц и 1. Если принять во внимание, что при 
переходе через каждую из основных касательных теряется 
одна, а при переходе через кривую — две касательные 
этого рода, что непосредственно вндно по чертежу, то 
получается указанное распределение областей, соответ- 
ствующих уравнениям с 3, 2, 1, 0 вещественными корнями 
между 1: и {.. Чтобы составить себе представление об огром- 
ной пользе графического метода, попробуйте только опи- 
сать абстрактно это подразделение кубических уравнений, 
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не апеллируя ни к каким пространственным образам; это 
потребует у вас несравненно больше времени. Доказатель- 
ство, которое здесь постигается при одном взгляде на чер- 
теж, тоже окажется тогда далеко не простым. 


вы найдете в моей работе „беотесвез хиг АБ2АШипь 
Чег \/игае]п а|оеБгазсйег С1еспипреп“ 1) („Прнложенне гео- 
метрии к подсчету корней алгебранческих уравнений“ } 
в „Каталоге математических моделей“ Дика *). Я охотно 
пользуюсь этим случаем, чтобы обратить ваше внимание 
на упомянутый каталог; последний был издан по поводу 
выставки, устроенной в Мюнхене в 1893 г. Союзом гер- 
манских математиков, и по сие время является лучшим 
пособием для ориентирования в вопросах, касающихся 
математических моделей. 


3. Уравнения с тремя параметрами 4, д, г. 


Обратимся теперь к рассмотрению четырехчленного 
уравнения следующего вида: 


РА + ит 0, (1) 


применим метод совершенно аналогичный прежнему, с той 
только разницей, что теперь мы используем не плоскость 
а трехмерное пространство. Вместе с тем напишем теперь, 
наряду с заданным уравнением, то условие геометрии 
в пространстве, которое выражает, что точка (х; у, 2) и 
плоскость с плоскостными координатами (и, у, №) находятся 
В ›соединенном положенни“ (инцидентны, т.е. плоскость 
содержит точку): 


2-- их + у и =0, (2) 


1) Воспроизяедено в том } 
ее М. собрания математическнх сочинений 
2) \ Буск, Кма[оя ша'Петанзснег 009 па 1 а 

. . апетаН$ст-рпуз ка 
МоЧейе, Аррагае ипа шагитеше, Мацереп 1892, ВЕ ры 
(МасН гар) к иему, Мйпенен 1393. 
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или 
и хи у 2=01), (3) 
Это уравнение, написанное в той или другой последова- 
тельности его членов, мы будем отождествлять с исход- 
ным уравнением (1), и придем тогда, как и раньше, к двум 
интерпретациям, находящимся между собой в отношении, 
определяемом принципом двойственности. и 
Полагаем сперва .6о 
=@, х=!, э=Й; (2а) 


этими уравнениями определяется некоторая кривая в про- 
странстве, „определяющая кривая“ четырехчленного урав- 
нения со шкалой значений параметра {. Далее, полагаем: 


и=А У=И =? (25) 
тогда уравнение (1) показывает, что вещественные корни 


данного уравнения тождественны со значениями параметра 
для точек пересечения определяющей кривой (2а) с пло- 


скостью (25) )). 
Пользуясь принципом двойственности, полагаем: 


у=й, и=!, УЕЕ; (За) 


эти уравнения определяют однократно бесконечное мно- 


или (3), как известно, выражает плоскость 
в десартовых координатах. Каждой системой коэфициентов и, У, и’ опре- 


делястся одна плоскость: эти количества и называются коордннатами 
ординаты некоторой точки, 


плоскости, Еслы х, у, 2 суть декартовы ко 
торой плоскости, то уравнение (2) выражает, 


ан, у, № — координаты неко 
что точка лежит на плоскости, нли что „лоскость проходит через точку. 
Если вать в этом уравнении коэфициентам и, у, * постоянные значения, 


оставляя х, у, 2 переменными, то оно выразит в декартовых к ораинатах 
плоскость (#, у, №), т. е. ему удовлетво яюг координаты всех тех точек, 
которые лежат на этой плоскости. Обратно, если здесь дать постозиное 
значение коэфициентам х. у, 2, ТО уравнению ‹2) удовлетворяют коордн- 
наты п, ум тех плоскостей, которые проходят через постоянную точку, 
(х, у, 2): это есть уравнение точки в плоскостных координатах. Об этой 
именно двойственности автор и говорит ниже. ‘Ред. 

2?) Если точка х, у, 2 лежит н' плоскости (25). то координаты се 
удовлетворяют уравнению (2), которое теперь принимает внд: 

24-х + ву +" =0. 

Если та же точка принадлежит кривой (23), то последнее уравиеные пе- 
Реходнт в уравнение (1). Р%. 


1) Уравнение вида (2) 
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жество 1) плоскостей, которые можно ь 
рассматривать 

я плот векоторой Стреиной но 
к параметру & ввиду такого ОПВЕАОЛЕЖИЯ ВТО рые 
НЫ я этой кривой 
м и ее можно противопоставить, 
кривую определенного 
класса прежней кри- 
вой определенного по- 
рядка. Рассматри, ая те- 
перь наряду с неюточку 


Х=А ужи, 2==т, (ЗЬ) 


находим, что  веще- 
ственные корни (1) 
тождественны со значе- 
ниями параметра { для 
тех соприкасающихся 
плоскостей кривой (За), 
которые проходят че- 
рез точку (ЗЬ). 
Остается на кон- 
кретных примерах 
глубже вникнуть в 
смысл обенх интерпре- 
таций; для той и для 
другой мы имеем в на- 
шей коллекцни моде- * 
ли, которые я тепер 
вам покажу. 
м р воспользовался проф. Мемке 
и построенни аппарата для чи- 
и уравнений. В этом и Е 36), 
Е жы латуни, вы видите три вертикальных стол- 
ия ами; в аппарат помещают вырезанную в виде 
определяющую кривую четырехчленного уравне- 


Фи . 36. 


1 
2 ) ах ыы бесконечным множеством или со” понимают такое 
ыы ре т ты и раю определиются значениями я 
ры ве О ающнх все вещественные значения 
10 х. Клеин, Элементарная математика. 
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ния третьей, четвертой илн пятой степени. Но только, 
в отличие от нашего изложения, принята не обыкповен- 
ная прямоугольная система координат, а такая, что коор- 
динаты плоскости, т. е. коэфициенгы и, у, \ уравнения 
плоскости, представленного в виде (2), изображаются как 
раз теми отрезками, которые соответствующая плоскость 
отсекает на шкалах трех вертикальных столбов и которые 
можно отсчитать по ним. Чтобы иметь возможность фик- 
сировать определенную плоскость в пространстве: п= 4, 
у = и, у=е, к переднему у-столбику приделан визир, кото- 
рый можно установить на любом делении шкалы #; деления 
же Ди и на шкалах столбов ий и у соединяют натянутой 
нитью. Лучи зрения, идущие от визиря к точкам этой 
нити, образуют нашу плоскость; ее пересечения с опреде- 
ляющей кривой можно наблюдать непосредственно как ка- 
жущиеся пересечения нити с шаблоном, если смотреть че- 
рез отверстие в визире *); соответствующие значения па- 
раметра, которые являются искомыми корнями уравнения, 
отсчитываем на нанесенной на шаблон шкале значений { для 
определяющей кривой. Степень практической пригодности 
описанного апппарата зависит, конечно, существенным 
образом от тщательности его механического изготовления. 

Для иллюстрации второго метода у нас имеется модель, 
построенная Гартенштейвом (Нацепз{е!п) в качестве работы 
для государственного экзамена. Она построена для так на- 
зываемого приведенного вида уравнений четвертой степени: 


ваш» 0, (4) 


в каковом виде, как известно, можно непосредственно 
представить всякое уравнение четвертой степени. Но сперва 
я изложу второй метод в несколько измененном виде, 
как я это уже проделал выше для уравнения с двумя па- 
раметрами (стр. 138-139 *). 


1) Точка пересечения плоскости с шаблоном проектируется из отвер- 
стия на иить. Ред. 

2) Нитяная модель Гартенштейна выпущена в свет тем временем 
фирмой Шиллинга (М. $-ВИНп?) в Лейпциге (серия хххШ, № 2. 3); 
одна модель показывает дяскримин‘нтную поверхность, другая изобра- 
жает, кроме того, еще. две ее касательные плоскости; это да т подразде- 
ление пространства, соответствующее чертежам на стр. 142, Сравните 
относящуюся к моделы статью К, Наг{епз{е!т, 4е Озкипилащепийсйе 
4ег ОИеснийе Мейеп Сга4ез (1е1рив, Зс|ИШав, 1909). 
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. ны однократно-бесконечную систему плоско- 
ыы ‚ плоскостные координаты которых выражены урав- 

ями (За), тогда как их уравнения в точечных коорди- 
натах в настоящем случае напишутся так: 


д=В-хв у --г=0. 
Огибающей этих плоскостей 
является совокупн 
но по которым каждая из плоскостей } (#) ыо в 
ы ается с соседней с нею плоскостью }(Ё-- 4#) = 0; иначе 
р это есть развертывающаяся поверхность, уравне- 
т и получается исключением { из уравнений 
о и] (0=0. Чтобы получить определяющую кривую 
ты ре Нотреть кривую соприкасания о пло- 
вы ‚› т. е, геометрическое место точек, в которых пе- 
р Не каждые три соседние-плоскости; это есть, как 
ри ы ребро возврата развертывающейся поверхности, 
я С ужины { получаются из трех 
; == 0, =0, [(=0. В 
эти три уравнения напишутся р. ЗЕЕ 
вх у 2=0, 
48 +х. 21 -+у=0, 
1212-х. 2 = 0; 


из них находим: | 
х= — 612, у=зв = —3 
| ‚ . 5) 
Это — уравнение в точечн 
ых координата - 
ределяющей кривой уравнения @ ватой Ее 


классу; в плоскостных коо 
рдинатах эта же к - 
ражается уравнением (см. За): т 


и=й =Ё = 
‚ ЕВ, у. (6) 


Оба уравнения относительн 
о { четвертой степени; - 
вательно, определяющая кривая принадлежит как к чет 
тому классу, так ик четвертому порядку. ы 
Чтобы ближе познакомнться с этой кривой, рассмот- 
ее Не риа которые содержат 
е. жения тождественн - 
тельно {) удовлетворяют уравнению: а 


х 
2|+— = 
12 % 
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т. е. наша кривая лежит на ор анон р 
нием параболическом цилиндре второго п р д т во 
дящие которого параллельны оси у-ов. "10, 

роны, имеет также место соотношение: 


о 
в“ 


так что и этот обыкновенный кубический т чи 
изводящими, параллельными оси 2-0в, п Ри 
нашу кривую; она представляет, впрочем, же херес 
чение обоих цилиндров, лежащее в конечном у. 


прибли- 
можно легко составить себе 
р зительное представление 


о ходе определяющей 
кривой: она представляет 
собой кривую двоякой 
кривизны,  расположен- 
. ную симметрично по от- 
ношению к плоскости х2 
и имеющую острие в на- 
чале координат (фиг. 37). 
Далее, через нашу 
определяющую кривую 
проходит еще и следую- 
щая поверхность второго 
порядка: . 


= 3 0 
6 64 *’ 

так как и это соотношение удовлетворяется выражениями 
(5) тождественно относительно {. Из уравнений этой по- 
верхности и кубического цилиндра составим еще следую- 
щую линейную комбинацию, которая представляет новую 
поверхность третьего порядка, проходящую через опреде- 
ляющую кривую: 


о 
6 16 216 
Рассмотрим теперь развертывающуюся поверхность, 


для которой определяющая кривая представляет ребро 
возврата и которую мы можем определить поэтому как 
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совокупность всех касательных к определяющей кривой. 
Если кривая в пространстве задана уравнениями вида: 


х=$(1, у=у(0, 2=х(1, 
то касательная к ней в точке { выразится уравнениями: 


х=$(1 + 09' (0), у=у(0-4 0:4’, 2=х() +0’ (д, 
где © есть параметр; действительно, косинусы направле- 
ния касательной, как известно, пропорциональны произ- 
водным координат кривой по #1. Если рассматривать и { 
как переменную, то последние уравнения с двумя пара- 
метрами Ё ин 0 изображают развертывающуюся поверх- 
ность, состоящую из касательных; все это хорошо изве- 
стные соображения из геометрии в пространстве. Для на- 
шей кривой (5) это изображение развертывающейся по- 
верхности имеет следующий вид, если ее координаты, 
в отличие от координат кривой, обозначить через Х, У, 2. 


Х=—6(й + 200, | 
У=8 (2 +308), (7) 
2=-3( +408). | 


Это и есть та поверхность, которая воспроизведена на 
упомянутой модели Гартенштейна, а именно — ее прямые 
изображены здесь натянутыми нитями. Это изображение 
поверхности в параметрах дает само по себе наилучшие 
опорные пункты для исследования и действительного по- 
строения ее; мы следуем, собственно говоря, только ста- 
рой привычке, когда все же спрашиваем, каково самое 
уравненне поверхности. Это уравнение получится, если 
исключить Г ио из системы (7). Я покажу вам самый про- 
стой прием для достижения этой цели, хотя я и не могу 
здесь входить в подробное объяснение того, что приво- 
дит к такому приему и какое значенне, по существу, имеют 
его отдельные шаги. Прием этот состоит в том, что из 
формул (7) составляют такие комбинации: 


= з 
2+ ы 12031, 


. з 
- "= Зов, 
6 16 216 
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ые на самой кривой (© =0) обращаются в нуль, 
я учи приравнены нулю, изображают две из азы 
ренных уже выше специальных поверхностей, проходящ х 
через кривую. Из этих двух уравнений дегко можно исклю 
чить произведение @ +, что дает уравнение развертываю- 


хности: 
щейся повер р ы и м ЕЁ] =. 
(2 а) ( 6 16 26 


тельно, это поверхность шестого порядка 1). 
я относительно значения этой формулы я сделаю для тех, 
кто ближе знаком с предметом, следующие ея: 
выражения, стоящие в скобках, представляют собо р 
иное, как инварианты основного биквадратного уравн 
четвертой степени в приведенном виде: 


их@ у 2=0; 


онн играют большую роль в теории эллиптических О 
ций, где их обыкновенно обозначают через Г ‚. 2. тм 
часть уравнения нашей поверхности ДА == — в . 
ется, как известно, дискриминантом уравнения ч а ры ь 
степени, которое имеет двойной корень, когда дискр не 
нант обращается в нуль. Таким образом наша Е, ый 
вающаяся поверхность представляет не что че ==. ее 
скриминантную поверхность уравнения четвертой степ в 
т.е. совокупность всех точек, в которых последнее им 
орень. 

ен теоретических разъяснений построение ни- 
тяной модели нашей поверхности не представляет никаких 
принципиальных затруднений: стоит только на ЕН 
параметрического изображения определить те точки, вк - 
торых касательные, подлежащие построению, пересекаю 
известные неподвижные плоскости, и затем натянуть нити 
между этими плоскостями, реализованными посредством 
деревянной или картонной коробки. Но чтобы такая мо- 
дель действительно была красива и пригодна, чтобы она 
давала ясное представление обо всем интересующем нас 
расположении поверхности и ее ребра возврата, как мы 
это видим на модели, — для этого необходимы продолжи- 


1) В действительности это поверхность пятого порядка, так как члены 
шестой степени выпадают. Прим. перев. 
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тельные опыты и очень большое искусство. Фиг. 88 изо- 
бражает поверхность с ее прямыми; АОВ есть ребро воз- 
врата (ср. фиг. 37). * 

Вы замечаете на этой модели двойную кривую (СО), 
вдоль которой встречаются оба крыла поверхности; это 
попросту следующая парабола в плоскости у-ов: 


= ыы 
У=0, 2 } 0. 


Но только одна поло- 
внна (СО) этой пара- 
болы, а именно та, для 
которой Х<0, пред- 
ставляет пересечение 
действительных частей 
поверхности, тогда как 
другая (отмеченная на 
чертеже — пунктиром) 
расположена в прост- 
ранстве изолирован- 
но. Это явление не 
покажется удивитель- 
ным тому, кто привык 
теорию алгебраических 
поверхностей сопро- 
вождать  геометриче- 
скими представления- 
ми; там нередко случа- 
ется, что действн- 
тельные ветви 
двойных линий ТО 
являются пересече- Фиг. 38. 
нием действитель- 


‘ных частей поверхности, то оказываются изо- 


лированными в пространстве, и тогда их можно 
рассматривать как действительные пересечения 
мнимых частей поверхности. Соответствующее явле- 
ние на плоскости заключается в том, что наряду с обык- 
новенными двойными точками алгебраических кривых, 
представляющими пересечения действительных ветвей 
кривой, встречаются ‘двойные точки, лежащие, повнди- 
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мому, изолированно н представляющие пересечения 
мнимых частей кривой; это явление известно всякому. 

Рассмотрим подробнее, что может дать нам полученная 
таким образом поверхность с ее ребром возврата, т. е. 
определяющей кривой. Представим себе, что на опреде- 
ляющей кривой нанесена ее шкала, или, еще лучше, отне- 
сем каждой построенной касательной соответствующее ей 
значение параметра Ё которое принадлежит и ее точке 
касания. Есяи задано уравнение четвертой степени с опре- 
деленными коэфициентами х, у, 2, то сгоит лишь через 
соответствующую точку пространства (х,у,2) провести соп- 
рикасающиеся плоскости к определяющей кривой или — что 
То же самое — касательные плоскости к дискриминантной 
поверхности, и мы получим вещественные корни в внде 
параметров точек касания с кривой или самих касатель- 
ных в этих точках. Так как соприкасающаяся плоскость, 
касаясь кривой, пересекает ее, то при рассматривании 
из точки (ху,2) каждая точка касания соприкасающейся 
плоскости проектируется в виде кажущейся точкн пере- 
гиба кривой — и наоборот. Таким образом вещественные 
корни уравнения четвертой степени являются в результате 
параметрами кажущихся точек перегиба определяющей 
кривой, когда мы смотрим на нее из точки (ху,г). 

Правда, для тех, кто не ‘имеет достаточного навыка, 
конечно, довольно трудно уверенно распознать на модели 
соприкасающиеся плоскости и кажущиеся точки перегиба. 
Но с непосредственной очевидностью модель разъясняет 
следующий, нанболее важный пункт: под разделение 
всех уравнений четвертой степени по числу 
их вещественных корней. Посмотрим, какие случая 
вообще представляются возможными на основании тео- 
ретического исследования уравнения. Если а, В, у, 9 суть 
четыре корня вещественного уравнения четвертой степени 
(4), то ввиду отсутствия члена, содержащего {3, необходимо 
а+- В+ у-+69=0; Что же касается вещественности корней, 
то возможны, очевидно, следующие три главных случая: 

1. Четыре вещественных корня, 

П, Два вещественных, два мнимых сопря- 
женных корня. 

Ш. Ни одного вещественного корня, две 
пары мнимых сопряженных. корней. 


роль 


Е ННИРРРИНИИ 


прыфалььь 


ие» 


| 


Бы: 
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Если даны два уравнения типа | с порн а, В, у, 6 
иа,, В’, у’, $, то всегда можно а, В, у, 6 обратить в а’, 

‚ 7’ 6, переходя непрерывно через различные снстемы 
из четырех вещественных чисел, сумма которых постоянно 
равна нулю; параллельно этому первое уравнение обра- 
тится во второе, переходя непрерывным образом через 
уравнения того же типа, т. е. все уравнения | типа обра- 
зуют сплошной континуум !); то же справедливо и для двух 
других типов. 

На нашей модели это обстоятельство должно выра- 
зиться тем, что пространство распадается на три сплош- 
ные части такого рода, что точки одной н той же части 
соответствуют уравнениям одного и того же типа. Рас- 
смотлим теперь переходные случаи между этими тремя 
типами: | тип переходит во П через уравнения, которые 
имеют два различных вещественных корня и один двойной 
(равный двум совпадающим) вещественный корень, что 
мы обозначим символически через 2 -| (2); точно так же 
между Ши Ш типами имеем переходный случай одного 
вещественного двойного корня и двух мнимых корней, 
что будем обозначать через (2). Обоим переходным типам 
должны отвечать в нашем пространственном образе части 
самой дискримннантной поверхности, так как она вообще 
изображает все уравнення с кратными корнями; при этом, 
рассуждая аналогично предыдущему, найдем, что каждом 
типу должна отзечать сплошная часть поверхности. Обе 
эти группы уравнений: 2 -{ (2) и (2) в свою очередь пере- 
ходят одна в другую через уравнения с двумя веществен- 
ными двойными корнями, символически: 2) - (2); точки, 
для которых, таким образом, совпадают две пары корней, 
необходимо должны принадлежать обонм крыльям дискри- 
минантной поверхностн; следовательно, они лежат на не- 
изолированной ветви ее двойной линни. Таким образом 
дискриминантная поверхность распадается на две части, 
разделяемые одной ветвью двойной линий; из них одна 
2-+ (2) отделяет | область пространства от П, а другая (2) 
разделяет П и Ш области. Чтобы усмотреть, как располо- 
жена определяющая кривая, заметим, что она представляет 

1) Под континуумом разумеют всякое множество, имеющее такую же 


мощность, как и прямолинейный отрезок, плоская игура или 
ие | фигур сплошное 
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собой ребро возврата и потому в ее точках совпадают 
по три касательные плоскости, образуя со- 
прикасающуюся плоскость; поэтому мы имеем 
здесь случай одного тройного и одного простого 
вещественного корня: 1 -+ (3); этот случай может 
получиться только из случая 2-- (2), а нменно таким 
образом, что один из простых корней становится рав- 
ным двойному корню; следовательно, ребро возв р ата 
должно целиком дежать на первой части 2-1 (2) 
поверхности. Только в острие ребра возврата (х = у = & = 0) 
мы имеем четырехкратный корень, который может 
получиться и от совпадения обоих двойных корней 
(2) + (2). Действительно, острие О ребра возврата лежит 
одновременно и на двойной линни. Что же касается изо- 
лированной ветви двойной линии, то она целиком прохо- 
дит в области Ш и характеризуется тем, что для ее точек 
четыре мнимых корня по два совпадают между собой, 
образуя два двойных сопряженных мнимых корня. 

Все перечисленные возможные случан в точности рез- 
лизованы на нашей модели. На чертеже (фиг. 38) часть 
пространства, заключенная внутри поверхностн, справа 
от двойной линин, образует область 1, а слева от той же 
линии лежнт область Ш; пространство же, лежащее вне 
поверхности, образует область П. Поэтому, имея в руках 
следующую схему, вы легко сможете вполне ориентиро- 
ваться относительно числа вещественных корней: 

Т (4 вещ. корня). И (2 веш. корня). 1Ш (Ни одного вещ. корня) 

—ы—ыы=ы——— —— 
Дискримин. поверхность: 2 + (2) (2) е 
Опредеяяющая крнвая: 1-+ (3) Ир 
Двойная линия: (2 +(2) (2 мнимых двойных кория) 
Острие: (4) 
П. УРАВНЕНИЯ В ОБЛАСТИ КОМПЛЕКСНЫХ ЧИСЕЛ. 
Мы теперь откажемся от того, чтобы ограничиваться 


только вещественными величинами и будем оперировать 


комплексными числами. 

Здесь мы снова поставим себе целью выделить такие 
вещи, которые допускают геометрическую иллюстрацию 
в большей степени, чем это обыкновенно делают. Я начну 
с наиболее важной теоремы алгебры. 


Забанен 352: 


зав ынкеиоьальбБ В О 


оаадеезьемнекы 


ЗУ ЗАРИНАВИИ 
== иван 
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А. Основная теорема алгебры. 


Основная теорема алгебры, как известно, заключается 
в том, что всякое адгебраическое уравнение 
п-й степени имеет, вообще говоря, п корней, 
или, выражаясь точнее, всякий полином /(х) п-й 
степени может быть разложен на плинейных 
множителей. 

В сущности, все доказательства этой теоремы поль- 
зуются геометрической интерпретацией комплексных ве- 
анчин на плоскости ху. Я познакомлю вас с ходом мыс- 
лей в первом доказательстве Гаусса (1799), которое можно 
представить в наглядной форме; изложение его у самого 
Гаусса имеет, конечно, совершенно другой выд. 

Если дан многочлен 


(а =" а... +а,, 


то можно написать: 
Их + 5) =и(х, у) + Е-и(х, у), 


где и, у представляют некоторые вещественные много- 
члены от обеих вещественных переменных х,у. Основная 
мысль гауссова доказательства заключается 
в следующем: если исследовать кривые: 


и(х, у) =0 и у(х,у) =0, 


лежащие в плоскости ху, и показать, что они 
должны иметь общую точку, то для этой 
точки (х,у) будет ] (х -{ 17) ==0; этим и будет доказано 
существование, по крайней мере, одного 


‚корня уравнения | =0. Оказывается, что для этой 


цели достаточно исследовать ход обеих кривых в беско- 
нечности, т. е. в сколь угодно большом удалении от на- 
чала координат. 

Если абсолютная величина г переменной 2 становится 
весьма большой, то можно в функции 4 пренебречь 
низшими степенями 2 по сравнению с 2”; это означает, 
что функция /(2) асимптотически приближается ‘в 


2" = г" (со; пф + {зш пФ), 
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где с помощью формулы Муавра введены полярные ко- 
ординаты г, ф на плоскости Ху. Из этого результата можно 
заключить, что и и › асимпотически приближаются 
к функциям: 
со йф и гп пФ; 

поэтому окончательный ход кривых и =0, р-=0 в беско- 
нечности в первом приближении изобразится так: 


с0зйф =0, зтиф =0. 


Но кривая зтпф ==0 состоит из п прямых, которые 
проходят через начало и образуют с осью х-ов углы 
0", м. ЕЯ, а кривая соз пф = 0 состоит из п 
п 
биссекторов углов между первыми прямыми (см. фиг. 39, 
: соответствующую случаю п == 3). 
В центральной части фигуры 
действительные кривые и-=0,?=0 
могут, конечно, существенно 
уклоняться от этих прямых; но 
чем дальше от начала, тем боль- 
+ ше должны первые приближаться 
к последним; поэтому ход настоя- 
щих кривых можно схематиче- 
ски изобразить тем, что за пре- 
делами некоторой, достаточно 
большой окружности (описанной 
около начала) мы сохраним наши 
прямые, а внутри нее соединим 
их между собой произвольным образом (фиг. 40). Но ка- 
ков бы ни был ход кривых внутри круга, уходящие 
в бесконечность ветви и, у должны непременно перехо- 
дить одна в другую при обходе фигуры; из этого на- 
глядно видно, что эти кривые внутри круга должны хоть 
раз пересечься. Действительно, этот результат можно — 
и в этом заключается содержание гауссова доказатель- 
ства — точно вывести из непрерывности кривых!). Но по 
существу ход идей изложен выше. 


1) К этому нужно прибавить, что Гаусс не обходится без сообра- 
жений гесметрического характера. Полнгая арифметизация этого дока- 
зательства, на Гаусс так настанвает в своей диссертации, выпол- 
нена впервые А, Островским (А, Озто\изН, „Сб трепег МасписМеп“ 1920), 


‚ состоит проста из трех 
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Когда получен таким образом один корень, тогда 
можно отщепить от функции /(2) один линейный сомно- 
житель и повторить доказательство для оставшегося 
многочлена (п — 1)-й степени. Продолжая поступать таким 
образом, мы в конце концов действительно получим рас- 
щепление на л линейных сомножителей, чем доказывается 
существованне п корней, 

Идея доказательства станет вам яснее, если вы про- 
делаете несколько примеров со всеми построениямн. 
Одним из простейших , 
примеров является сле- ! 
дующий: й 

1(г) = 23 —1=- 0, 
Здесь, очевидно, 

И = 13 0$ Зф— 1, 

У —= г? 511 ЗФ, 


так что кривая у=0 


прямых, тогда как крн- 
вая и = 0 имеет три ги- \ 
перболовидных ветви. \ 
На чертеже (фиг. 41) я 
вы, в самом деле, ви- | 
дите три точки пересе- 
чения обеих кривых; 
эти три точки дают три корня нашего уравнения. Я весьма 
рекомендую проделать более сложные примеры. 

Этимн краткими указаниями по поводу основной теоре- 
мы я могу здесь ограничиться, так как я не читаю сейчас 


Фиг. 40. 


(Б’А]атЬен). Правда, в доказательстве Даламбера имеется пункт, и. 
торый обратил внимание Гаусс. Именно, ДаазмбЕр не и ны 
на различие между верхней границей и максимумом функции; он опи- 
р и и ны ня случае несирав-дливое, что 
ыкЦи: сной переменной, обладающая в - 
ковой действительно достигает. Ред, Ре В © 
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курса алгебры. Замечу еще только, что значение ее 
в алгебру комплексных чисел в том и заключается, 
они дают возможность установить основную теорему 
алгебры в общей форме, 
не допускающей никаких 
исключений; — ограничи- 
ваясь же вещественными 
величинами, можно утвер- 
ждать только то, что ура- 
внение п-й степени имеет 
либо п корней, либо мень- 
ше, либо ни одного. 
Время, которое оста- 
ется у нас для алгебры, 
мы употребим на то, что- 
бы исследовать в нагляд- 
ной форме полные систе- 
мы решений комплексных 
уравнений, подобно тому, 
как мы это сделали выше 
для вещественных решений вещественных уравнений. 
Но при этом мы ограничимся только уравнениями с одним 
комплексным параметром, входящим в уравнение линейно, 


в. Уравнение с одним комплексным параметром. 


В тех узких условиях, какими мы ограничили задачу, 
изучение простого конформного отображения даст нам 
все, что нам нужно. 

Обозначим через 2 == х -- {у неизвестную, через э-=и - {2 
параметр; тогда рассматриваемые уравнения будут иметь 
такой вид: 

$ (2)—ю.ф(2) =0, (1) 


где ф, ф обозначают многочлены относительно 2; ‘пусть п 
есть показатель высшей степени 2 вф или у. По основной 
теореме это уравнение для каждого значения и’ имеет п, 
вообще различных, корней 2. Но из уравнения (1) следует, 
что, обратно, . 
» = @, (2) 
ф (2) 


и еси. 


ей 


| 
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т, в, что № есть однозначная рациональная функция от 2, 
а именно, как говорят, рациональная функция сте. 
пени п. Если бы мы захотели воспользоваться в качестве 
геометрического эквивалента уравнения (1) тем конформ- 
ным отображением комплексных плоскостей г и №, которое 
устанавливается функциональной зависимостью (2), то на- 
глядность нарушалась бы многозначностью г как функция №. 
Ввиду этого поступим так, как это всегда делается 
в теории функций: плоскость № мы представляем себе 
в виде л наложенных друг на друга экземпляров (листов), 
которые мы подходящим образом соединяем между собой 
в так называемых „точках разветвления“ в одну п-ли- 
стную риманову поверхность; этот прием знаком всем 
вам из элементов учения об алгебраических функциях. 
Тогда наша функция (2) осуществляет взаимно-однозначное 
н, вообще говоря, конформное соответствие между точ- 
ками римановой поверхности на плоскости 1, с одной 
и и точками простой плоскости 2, с другой сто- 
роны 1). 

Прежде чем перейти к подробному изучению этого 
соответствия будет целесообразно принять некоторые меры 
к тому, чтобы устранить ту исключительную, но не ле- 
жащую в существе вещей роль, которую нграют беско- 
нечно большие значения и 2, и тем сделать возможной 
такую формулировку теорем, чтобы они не допускали 
исключений. Ввиду того, что эти условия, к сожалению, 
указывают далеко не всегда, когда это было бы необходимо 
сделать, мы остановимся на них несколько подробнее. 
А именно, мы считаем недостаточным говорить только 
символически о бесконечно удаленной точке комплексной 
плоскости, так как это не дает никакого конкретного 
представления, н только с помощью особых рассуждений и 
условий можно уяснить себе, что именно следует считать 
аналогичным определенному свойству конечной точки в том 
случае, когда точка становится бесконечно удаленной. 
Но мы будем иметь все, что нам нужно, если раз навсегда 
заменим гауссову плоскость как представительницу ком- 
плексных чисел римановой сферой. С этой целью 
представим себе сферу с диаметром 1, касающуюся плос- 


1) См. приложение „О римановых поверхностях“, 
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кости Гаусса в начале координат, и станем стереографи- 
чески проектировать ее на плоскость из ее северного по- 
люса №, днаметрально противоположного точке касания, 
или южному полюсу $ (фиг. 42). При этом со всякой точ- 
кой @ на плоскости однозначно сопрягается точка Р на 
сфере—вторая точка пересечения луча МО со сферой, и, об- 
ратно, со всякой точкой Р сферы, кроме точки М, одно- 
значно сопрягается некоторая точка @ на плоскости с опре- 
деленными координа- 
тами х, у; поэтому мож- 
но рассматривать точ- 
ку Р как представите- 
дя числа х -- {/. Когда 
же точка Р приближа- 
ется по какому-либо 
пути к северному по- 
люсу М, то точка О 
уходит в бесконеч- 
ность, и наоборот. По- 
этому представляется 
естественным рассма- 
тривать точку М, с которой не сопряжено ни одно конеч- 
ное комплексное число, как единственного представителя 
всех бесконечно больших чисел х -| 1), т. е. как конкретный 
образ до сих пор лишь символически введенной беско- 
нечно удаленной точки числовой плоскости, и приписать 
ей символ 1). Этим достигается в геометрическом образе 
полная равноправность как всех конечных, так и беско- 
нечно удаленной точки. 

Теперь, чтобы вернуться к геометрическому толко- 
ванию нашего алгебраического соотношения (1), заменим 
также плоскость у сферой у. Тогда наша функция пред- 
ставит отображение сферы 2 на сферез»; это есть изображе- 
ние конформное так же, как и соответствие обеих плоско- 
стей, по той причине, что по известной теореме стереогра- 
фическая проекция конформно отображает плоскость на 
сфере и обратно. При этом одной точке на сфере № отве- 
чают вообще п различных точек на сфере 2. Чтобы по- 
лучить взаимно-однозначное соотвегствие, предста- 


Фиг. 42. 


1) В оригинале „Магке“, Ред. 


п рыла ьеваере Ик льрь 


ии... 
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вим себе снова п экземпляров сферы , наложенных или 
вложенных один в другой, и скрепим их в точках развет- 
вления в одну п-листную риманову поверхность на сфере м». 
Составить себе такое представление не труднее, чем 
уяснить себе понятие о рнмановой поверхности на 
плоскости. Этим достигается в конце концов геометриче- 
ское толкование алгебраического уравнения (1), как вза- 
имно-однозначного, вообще конформного, сопряжения 
римановой поверхности на сфере в, с одной стороны, и про- 
стой сферы 2, с другой стороны; в эту интерпретацию 
включены, очевидно, и бесконечные значения 2 и и’, кото- 
рые сопряжены или друг с другом или с конечными зна- 
чениями этих переменных, 

Чтобы получить возможность вполЕе использовать 
эти новые геометрические средства, необходимо ив алгебре 
сделать соответствующий шаг, направленный к тому 
чтобы устранить в формулах исключительный характер 
бесконечно. большого; этот шаг заключается в введе- 
нии однородных переменных, а именно, мы по- 


= 
лагаем 2 = я и рассматриваем 2; и 2, как две независи- 
Е] 


мые комплексные переменные, но такого рода, что 2,/2, 
И С. 2,/С - 2, при любом с изображают одну и ту же точку. 
Пусть 21, 2, принимают все возможные пары конечных зна- 
чений, но только не обращаются одновременно в нуль, тог- 
да, согласно сделанному условию, для кажлого конечного 
значения 2 мы получим олну определенную точку; но, кроме 
того, существует еще одна точка (2, произвол! но, 2, = 0). со- 
ответствующая бесконечно возрастающим 2 Таким образом 
получаем арифметический эквива,.ент бесконечно уда- 
ленной точки. Точно так же, разумеется, полагаем № = и 
пишем следующее „однородное“ уравнение межлу АБ 
родными“ переменными 2;, 2; н №, №, соответствующее 
уравнению (2): 


и — 2". =) _?® (2.2) (3) 
и: =". у г $ (21, г) 


Здесь ф (2. 2:), 4 (21. 2,) означают целые рациональные 
11, Ф. Клейн. Элементарнаи математика, 
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функции от 2; и 2„, так как ф(2) и ф(2) содержат 2=2, 


2 
самое большее, в 1-Й степени; кроме того, это одно- 
родные многочлены (формы) измерения п, ибо каждый 
член 2°, входящий в $ (2) или ф (2), при умножении обоих 


членов дроби ее на 2,“ обращается в 


О . 
2”. |) м М 
2 


т, е. в член п-го измерения. 


Теперь нам предстоит, последовательно п именяя оба 
введенных вспомогательных средства — изо ражение на 
комплексной сфере и однородные координаты, изучить 
во всех подробностях ту функциональную зависимость 
между 2 и №, которую устанавливает уравнение (1). Эта 
задача будет решена, если мы сумеем составить себе 
полное представление о конформном соответствии между 
сферой 2 и римановой поверхностью на сфере в. 

Но здесь прежде всего возникает вопрос о характере н 
положении точек разветвления на поверхности Римана. 
Я напомню, что ш-кратной точкой разветвления называется 
такая точка, в которой сходится в -1 листов. Так.как 
является однозначной функцией 2, то положение точе 
разветвления будет нам известно, если мы будем знать 
соответствующие им точки на сфере 2; я обыкновенно 
называю их просто замечательными точками сферы 2. 
Им тоже соответствует известная кратность, равная 
кратности сопряженных с ними точек разветвления. Я при- 
веду без подробного доказательства теоремы, разрешающие 
эту задачу. При этом я предполагаю, что эти, собственно 
говоря, довольно простые факты из области теорни 
функций в общем вам знакомы, хотя, быть может, и не 
в той однородной координации, которой я здесь отдаю 
предпочтение. Абстрактные вещи, о которых я сейчас 
буду говорить, получат позже в ряде примеров конкретную 
наглядную форму. 

Начнем с небольшого вычисления, которое даст нам 


аналог производной“ ®. в однородных координатах. Про- 
т ро. р 
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диференцируем уравнения (3): 


№: 4, — в. 4, —_ #42 — фар 
о . 
Но 
4 =9 42, -- [121 4г., 
бр = 42, + у, 4г„, 
где 
— дФ (21 .2;) — 9®(2ь 2,) 
7“ пн а 0’ 
5 9 (2, 24), в ду @ а). 
д, 92 


С другой стороны, по теореме Эй 
р лера об одноро; 
функциях степени п, имеем: ы о 


91 21 92 - 2, = ИФ, 
$1 21 На + 2, = пу. 


Поэтому числитель в правой части равен " 
ства (3’) мо 
преобразовать следующим образом: р и м 


ах — р — о 9: 42, + Фа 42, у 42, + ч, 42, | 
У т| 912, { фь2,, 4:2: уг, |’ 
что по теореме о перемножении определителей равняется: 
р с |9 = „| 42 @2. 
т | фа 21 2. | 


Поэтому соотношение (3') принимает такой вид: 
№ 6, — м, 4, 22 42, — 2, 42. 
ее = — ве ыы * (фу. — Фа $). 


Это — основная формула в однородной теорни нашего 
уравнения; в качестве определяющего выражения для 
всего последующего является функциональный опре- 
делитель ф, 9. фу, форм фиу. Кроме этого множите- 


ля, справа входит диференциал от 2 =, а слева днфе-` 


> 
ренциал от в ==. а так как для конечных значений‘ 
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переменных 2 и № замечательные точки получаются, как 
я 
известно, из уравнения — —=0, то становится ясной сле- 


дующая теорема, строгого доказательства которой я не 
могу здесь излагать: каждый и-кратный корень 
функционального определителя является 
замечательной точкой, и-й кратности; дру- 
гими словами, ей соответствует и-кратная 
точка разветвления римановой поверхности 
на сфере з. Главное пренмущество этого правила, по 
сравнению с прежними, заключается в том, что оно в об- 
щей формулировке охватывает конечные и бесконечные 
значения 2 и №. Оно же дает точное указание относительно 
числа замечательных точек. Действительно, четыре произ- 
водные, входящие в функциональный определитель, пред- 
ставляют собою формы (п— 1)-го измерения; поэтому сам 
определитель есть форма (2п - 2)-го измерения. А такой 
многочлен всегда имеет как раз 2п—2 корня, если при- 
нимать во внимание кратность последних. Если поэтому 
а,аз,..., а, обозначают замечательные точки сферы 2 (т. е. 
если Ф: У — $; 9: =0 для 21:2. =а,,.., о), а №, М... М, 
суть их кратности, то с)мма последних 


Ш... Ни, = 21—20, 


Этим точкам отвечают, в силу конформного отображения, 
т точек разветвления: а, @,..‚ а, римановой поверхности 
на сфере №; они расположены на поверхности изолиро- 
ванно, и в них в круговом порядке сходятся соответ- 
ственно и; 1, и + 1,..., м, 1 листов. Но следует за- 
метить, что несколько различных таких точек разветвления 
могут лежать над одной и той же точкой на сфере №, 


так как из соотношения № 27а для 2=а,,..., а, может 


получиться несколько раз одно и тоже значение №. Над 
такой точкой окажется тогда нескол:ко различных друг 
от друга изолированных групп листов, таких, что листы 
каждой группы в этой точке склеены между собой. Такие 
точки на сфере \ мы будем (в отличие от точек развет- 
вления на сфере 2) называть местами разветвления и будем 
обозначать их через А, В, С,...; число таких различных 
мест разветвления может, таким образом, быть меньше з. 


А С ДД Мк ди они ши 
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Теперь мы построим поверхность Римана, о которой 
по имеющимся пока у нас данным мы можем иметь лишь 
весьма расплывчатые представления, таким образом, чтобы 
она получила более наглядный вид. С этой целью проведем 
на сфере и через места разветвления 48, ©... замкнутую 
линию 6 без кратных точек возможно простого вида; 
заштрихуем одну из ограниченных ею частей сферы 
в отличие от другой (фиг. 43). Во всех примерах, разби- 
раемых нами ниже, все точки А В, С,... действительны; 
в этом случае естественно взять за 
линию @ меридиан вещественных чи- 
сел, так что наша сфера распадается 
на две полусферы. 

Возвращаясь к общему случаю, 
заметим, что каждый лист римановой 
поверхности перекрещивается с дру- 
гим листом, связанным с ним вдоль 
разреза или линии разветвления, со- 
единяющей две точки разветвления 
Как известно, риманова поверхность, 


вдоль иных линий, соединяющих те же точки. В этой 
неизменяемости заключается большая общность, но в то 
же время и большая трудность идеи поверхностей Ри- 
мана. Чтобы придать нашей поверхности определенный 
вид, легко допускающий конкретное представление, сдви- 
нем все линни разветвления таким образом, чтобы все 
они лежали над построенной выше линией 6, проходящей 
через все точки разветвления; при этом над одними ча- 
стями линии @ может, конечно, лежать по несколько 
линий разветвления, а над другими частями линии © может 
их вовсе не быть. 
Теперь разрежем все листы вдоль этой линии ©. 
виху того, что мы уже раньше поместили все линии 
разветвления над линией © и теперь производим вдоль 
всех их разрезы, наша рниманова поверхность распадается 
на две группы по п „полулистов“, совершенно свободных 
от разветвлений и расположенных над каждой из двух 
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частей сферы, ограниченных линией ©. Соответственно 
тому, как мы условились выше различать обе части сферы, 
мы будем говорить о п заштрихованных и о Пне- 
заштрихованных полулистах. Теперь мы можем так 
описать строение первоначальной римановой поверхности: 
каждый заштрихованный полулист был на 
ней окружен исключительно незаштрихован- 
ными полулистами, с которыми он встречался 
ВполЬ т Ри: ВЕРЕ над частями АВ, 
ВС.... линии ©; аналогично этому, каждый не- 
заштрихованный полулист был окружен 
вдоль таких отрезков кривой одними лишь 
заштрихованными полулистами. Но более 
чем два полулиста встречаются только вточ- 
ках разветвления, а именно, в -кратной точ- 
ке разветвления сходятся попеременно как 
раз и-+! заштрихованных и и- 1 незаштри- 
хованных полулистов. 

Ввиду того, что посредством нашей функции ® (2) 
сфера г взаимно-однозначно сопряжена с римановой по- 
верхностью на сфере и, то возможно сразу перенести 
на первую найденные соотношения связности: в силу не- 
прерывности, 2п полулистам поверхности соответствуют 
2п взаимно-связанных областей 2, которые мы назовем 
соответственно заштрихованными и незаштри- 
хованными полуобластями; они отделяют- 
ся одна от другой п кривыми, в виде которых 
п-значная фунцкия 2 (№) изображает на сфере 
2 каждую из частей АВ, ВС,... линии ©. Каждая 
заштрихованная полуобласть соприкасается 
вдоль таких кривых исключительно с неза- 
штрихованными полуобластями, и наоборот; 
только в и-кратной замечательной точке схо- 
дятся больше чем две полуобласти, а именно 
и-+ 1 заштрихованных и столько же незаштри- 
хованных. 

Это подразделение сферы 2 на области послужит нам 
к тому, чтобы проследить во всех деталях ход функции 2 (и) 
для некоторых простых и характерных примеров. Начнем 
с самого простого примера, : . 
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1, Двучленное уравнение. 
"=. (1) 


Как известно, формальное решение этого уравнения 
> УЕ 
получают, вводя знак корня или радикал: 2 = у №; но от 


этого мы не много выигрываем в смысле знания функцио- 
нальной зависимости, связывающей 2 и 7. Поэтому станем 
поступать согласно нашему общему приему: вводим одно- 
родные переменные: 

Е 81 

# 23° 


и составляем функциональный определитель числителя и 
знаменателя правой части: 


п 0 
а 
0 паг’ 


Для этого определителя 2, = Ои 2, = 0 — или, в неоднород- 
ной форме, 2 =0 и 2== со — представляют корни (п — 1)-й 
кратности; следовательно, известны все замечательные 
точки с общей кратностью 2п—2. Но согласно нашей 
общей теореме в соответственных, в силу зависимости 
1 = 2”, местах № =0 и \ = оо лежат единственные точки 
разветвления поверхности Римана на сфере №, и притом 
кратность той’ и другой равна п—1, так что в каждой 
из них сходятся циклически все п листов. Отметим 
линией © меридиан вещественных чисел на сфере № и 
разрежем все листы римановой поверхности вдоль этого 
меридиана, сдвинув предварительно линин разветвления 
соответственным образом. Из 2п полусфер, на которые 
распадается при этом поверхность, представим себе за- 
штрихованными те, которые расположены над задней по- 
ловиной сферы } и которые, следовательно, соответствуют 
значениям с положительной чисто мнимой частью. На 
меридиане различаем полумеридиан положительных веще- 
ственных чисел (сплошная линия на фиг. 44) и полу- 
меридиан отрицательных чисел (ув. 

Теперь исследуем изображения этой мериднанальной 
линни © на сфере 2-ов, производящие характеристическое 
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деление последней на полуобласти. Вдоль положительного 
полумеридиана № ==г, причем Г пробегает ряд значений 
от 0 до со. Поэтому, на основании известной формулы 
из теории комплексных чисел, находим: 


; = =|У| (со чт), 
К =0,1,...,п—1. 


Эти значения 2 заполняют для различных К те полуме- 
ридианы сферы #, которые составляют с полумеридианом 
положительных вещественных чисел углы 

2х 4л 2(п— Пл 

0, —, —,.... 

п п п 
Таким образом эти линии соответствуют той половине 6, 
которая изображена сплошной линией. Аналогично этому 
на отрицательном полумериднане сферы и надо положить 
№ = —г=г. ее”, где снова О<г< со; это дает 


рее) 


где К=0,1,....П—1. Эти значения заполняют п полу- 
мериднанов шара 2 с „географическими долготами“ 
п Зл (21 —1)л 
ЮО 


‚ 2.) 


п п п 


где 


которые, таким образом, делят пополам углы между 
предыдущими полумеридианами. Таким образом сфера 2 
распадается на 2 равных двусторонников с вершинами 
в северном и южном полюсе — подобно тому, как надре- 
зают апельсин. Это подразделение в точности соответ- 
ствует общей теории; в частности, только в замечательных 
точках — в обоих полюсах — встречаются более чем по две 
полуобласти, а именно по 21, что соответствует крат- 
ности п—1. Что же касается распределения заштрихо- 
ванных и незаштрихованных полуобластей, то необходимо 
определить относительно одной какой-нибудь полуобла- 
сти, следует ли ее заштриховать или нет; тогда остальные 
полуобласти придется заштриховать через одну. Если 
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смотреть на заштрихованную половину сферы 1 (т. е. на 
заднее полушарие), то видим, что сплошная часть ее пе- 
рифернии лежит вдево от нас, а пунктирная вправо. А так 
как мы имеем дело с конформным отображением без пе- 
реворачивания углов (или „прямым“ конформным отобра- 
жением), то и каждая заштрихованная полуобласть на 
сфере 2 должна быть так расположена, что сплошная 
часть ограничивающей ее линин и лежит слева, а пунк- 
тирная часть справа. Это дает нам полное знание рас- 
пределения полуобластей на сфере 2. Следует обратить 
внимание на характерное различие в распределении обла- 
стей на обеих половинах сферы 2, в зависимости от того, 
есть ли п четное или нечетное число, как это видно на 
фиг. 45 и 46 для случаев п=Зип=4. 


Фит. 44. 


Хочу обратить ваше внимание и на то, насколькс: 
действительно необходимо перейти к комплексной сфере 
для полного понимания положения вещей; в случае ком: 
плексной плоскости мы получили бы подразделение ее 
на прямолинейно ограниченные секторы, с вершинами 
в начале координат, и представлялось бы далеко не таким 
наглядным то обстоятельство, что 2==оо как замеча- 
тельная точка, и № ==со как точка разветвления имеют 
то же значение, что и точки #=0и № =0. 

Теперь мы имеем основу для полного выяснения функ- 
циональной связи между & и №; остается только’ изучить 
конформное отображение каждого из 2п сферических 
двусторонников на ту или другую полусферу у. Но я не 
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7 входить в рассмотрение этого вопроса; 
а вы вообще приходилось иметь дело с ее 
формным отображением, этот случай знаком как оди е 
простейших и в высшей степени наглядных пример Е 
К способам численного определения 2 нам еще придетс 

иже. 

т лерь —. займемся важным вопросом 0 м 
соотношении между отдельными однородными поло ы 
стями на сфере г. Точнее говоря: у = 2 принимает а С 
то же значение в соответственных точках всех п заш вк 
хованных областей; не выражаются ли отвечающие ей 
точкам значения 2 простым образом друг через друг . 
Действительно, мы сразу видим, что для и =2.а, | С 
обозначает какой-нибудь из корней п-й степени ты г 
ницы, всегда 2” = 2”, т. е. и = 2" принимает одно и 
значение во всех п точках: 


мл 


И ‹2=е й.2 (=0,1,2,...,П— 1). (2) 


Поэтому эти п точек распределены как раз между та 
заштрихованными областями и пробегают = меж ы 
них, когда 2 движется по одной какой-ни у к 
имеет место и для незаштрихованных областей. Но кажд - 
подстановка вида (2) обозначает геометрически ра В 
ние сферы 2 около вертикальной оси (0, со) 


угол *. аа ‚ так как в комплексной плоскости, как извест- 
п 


2>л 


ЕЙ 
ы коло нача- 
но, умножение на е изображает вращение о 


ла на угол 2 Таким образом соответственные точки на- 
п 


ших сферических областей, как и самые области, переход 
друг в друга при п таких вращениях около вертик 

оком, если бы мы заранее: могли НЕ И 
одну заштрихованную область сферы, то это ы ве 
дало бы нам и остальные однородные области. ый ты 
применяется только то свойство подстановок (2), а 
преобразовывают уравнение (1) само в себя (т. е. ур ря 
2" = № превращают в 2" =) и что число их совпад 
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степенью уравнения. В дальнейших примерах мы всегда 
будем иметь возможность заранее указать такие линейные 
подстановки и постоянно будем пользоваться тем суще- 
ственным упрощением, которое благодаря этому вносится 
в разрешение вопроса о подразделении на области. 

Теперь мы воспользуемся нашим примером для выяс- 
нения одного важного понятия весьма общего характера, 
а именно, понятия неприводимости в приложении 
к уравнениям, которые рационально содержат один пара- 
метр *. О неприводимости уравнений с рациональными 
числовыми коэфициентами мы уже говорили по поводу по- 
строения правильного семиугольника. Уравнение } (2, 5) = 0 
(например наше уравнение: 2” — и =0), в котором ](2, и’) 
представляет многочлен, целый относительно 2, и коэфн- 
циенты которого являются рациональными функциями 
от №, называется приводимым по отношению к пара- 
метру 1, если | разлагается на произведение двух много- 
членов того же рода: 


1(2, №) == | (2, №) - [1 (2, ); 


в противном случае уравнение называется неприводи- 
мым относительно +7. Все обобщение, по сравнению с преж- 
ним понятием сводится к тому, что под „областью рацио- 
нальности“, в которой мы оперируем и к которой должны 
принадлежать все коэфициенты рассматриваемых много- 
членов, вместо совокупности всех рациональных чисел 
теперь мы понимаем совокупность всех рациональных 
функций одного параметра я’; мы переходим, таким образом, 
от точки зрения чистой теорин чнсел к точке зрения 
теории функций. 

Изображая наглядно всякое уравнение ]/(2, *) =0 по- 
средством его римановой поверхности, можно установить 
простой критерий приводимости в этом новом смысле. 
В самом деле, если уравнение приводимо, то всякая пара 
значений (2, №), удовлетворяющая ему, должна обращать 
в нуль либо ], (2, №), либо |»(2,№). Но решения уравне- 
ний |, =/® |. =0 изображаются их римановыми поверхно- 
стями, которые не имеют между собой ничего общего и, 
в частности, нигде не скреплены. Следовательно, рима- 
нова поверхность, принадлежащая приводин- 
мому уравнению / (2, №) = 0 должна распадать- 
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ся, по крайней мере, на две совершенно раз- 
дельные части. 

Поэтому мы можем теперь сразу же утверждать, что 
уравнение 2" — \ == 0 неприводимо в понимании теории 
функций. В самом деле, в каждой точке разветвления ее 
римановой поверхности, которая нам в точности известна, 
циклически связаны между собой все п листов, и, кроме 
того, вся поверхность отображается на сплошной сфере 2; 
поэтому о распадении на части не может быть и речи. 

В виде приложения мы можем теперь заняться разре- 
шением одной уже раньше затронутой популярной мате- 
матической_ проблемы, а именно —задачи о раздеде- 
нии любого угла ф на п равных частей, в ча- 
стности — для п =3 —задачи о трисекции угла. 
Задача состоит в том, чтобы найти 
точное построение с помощью 
циркуля и линейки, которое давало 
бы деление любого угла ф на три 
равные части. Для целого ряда спе- 
циальных значений угла ф легко 
можно найти такие построения. 
Я хочу познакомить вас с ходом 
мыслей в доказательстве невозмож- 
ности трисекции угла в указанном 
смысле; при этом я прошу вас вспомнить доказатель- 
ство невозможности построения правильного семиуголь- 
ника с помощью циркуля и линейки. Как и в том 
доказательстве, мы сведем задачу к неприводимому ку- 
бическому уравнению и затем покажем, что его невоз- 
можно решить’ посредством одних только извлечений 
квадратного корня. Но только теперь в уравнение будет 
входить параметр — угол ф,— тогда как раньше коэфи- 
циенты были целыми числами: соответственно этому, те- 
перь вместо числовой должна оказаться функциональная 
неприводнмость. 

тобы получить уравнение нашей проблемы, пред- 
ставим себе, что при положительной полуоси вещественных 
чисел построен угол ф (фиг. 47); тогда его вторая сторона 
пересечет окружность радиуса ! в точке 


Фыг. 47. 


Я = 6? == с0$ф -+- 91 9. 


| 
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Наша задача сводится к тому, чтобы найти такое. неза- 
висимое от величины угла ф построение, состоящее из 
конечного числа операций с циркулем и линейкой, ко- 
торое всякий раз давало бы точку пересечения ‘этой 


окружности со стороной угла =. т. е. точку 


Са 
ее _ р т. 


Это значение 2 удовлетворяет уравнению: 
23 == с08ф-- ЕшФ, (3) 


н аналитический эквивалент нашей геометрической задачи 
состоит в том, чтобы решить это уравнение посредством 
конечного числа последовательно извлекаемых один из 
другого квадратных корней из рациональных функций от 
с0$ф и &пф, ибо это суть координаты точки у, из ко- 
торых мы должны исходить при нашем построенни. 
Прежде всего надо убедиться в том, что уравнение (3) 
неприводимо с точки зрения теории функций. Правда, это 
уравнение не вполне подходит под тот тип уравнений, 
который мы имели в виду в предыдущих общих рас- 
суждениях: вместо рационально входящего комплексного 
параметра № здесь рационально входят две функции— 
косинус и синус — вещественного параметра $. Будет 
естественным развитием нашего понятия, если мы назовем 
здесь многочлен 2°— (с05ф - {511 ф) приводимым при том 
условии, что он распадается на многочлены относительно г 
коэфициенты которых тоже являются рациональными 
функциями от со0зф и пФ. Можно дать критерий пони- 
маемой в этом смысле приводимости, вполне подобный 
прежнему. А именно, если ф в равенстве (3) пробегает 
все вещественные значения, той’ == 2 == с03 ф + {9 пф 
обегает в то же время окружность радиуса 1 в плоскости и 
которой в силу стереографической проекции соответ“ 
ствует экватор на сфере и. Линия, лежащая над этой 
сферой на римановой поверхности уравнения 28 =ю и 
одновременно пробегающая все три листа, уравнением (3) 
взаимно - однозначно отображается на окружности ра- 
диуса 1 сферы 2-ов и поэтому может быть, до некоторсй 
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степени, названа его „одномерным римановым изображе- 
нием“. Ясно, что подобным образом можно для всякого 
уравнения вида [(2,с05$, $пф)=0 построить такое ри- 
маново изображение; для этого нужно взять столько 
экземпляров окружностей с радиусом 1 и с длиной пуги 9, 
сколько корней имеет уравнение, и скрепить их соответ- 
ственно связности корней. Далее заключаем, совершенно 
подобно прежнему, что уравнение (3) только тогда могло бы 
быть приводимым, если бы его одномерное риманово 
изображение распадалось на отдельные части; но в данном 
случае это не имеет места, и потому неприводимость 
вашего уравнения (3) доказана. 

Прежнее доказательство того, что всякое кубическое 
уравнение с рациональными численными коэфициентами, 
разрешимое посредством ряда извлечений квадратного 
корня, является приводимым, может быть буквально пе- 
ренесено на настоящий случай неприводимого в функцио- 
нальном смысле уравнения (3)*); стоит только вместо 
слов „рациональные числа“ говорить каждый раз „рацио- 
нальные функции от созф и $пф“. После этого является 
вполне доказанным наше утверждение о том, что невоз- 
можно выполнить посредством конечного 
числа операций с циркулем и линейкой деле- 
ния на три части произвольного угла $; таким 
образом все старания людей, занимающихся трисекцией 
угла, обречены на вечную бесплодность! 

Теперь перейдем к рассмотрению несколько более 


сложного примера. 
2. Уравнемие диэдра, 
Так называют следующее уравнение: 
1 и Т\. 
о. и 
основание же для такого названия будет выяснено ниже. 


Умножая на 2”, находим что степень этого уравнения 
равна 2л. Вводя однородные переменные, получаем: 


1) См. часть | этих лекций (Арифметика). 
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здесь действительно числитель и знаменатель предста. 


вляют формы измерения 2п. Их функциона й С 
делитель равен: функциональный опре 


па 2.2.7 
== 4172." 12,1 (2."— 22 
2." 12", Эпааиа." 1 ` 7 


Прежде всего, он имеет корни 2, =0 и 2 
, = = 0, каждый 
(п—1)-й кратности; остальные 2 у ‹ 
ия . е 2п корней получаются из 
217" — 2." =0, или (=) = 1. 
2 г 


Если ввести наряду с корнем п-й степени из единицы 


которым мы пользовались уже выше, еще и й 
ищи у ‚› еще н следующий п-й.. 
м 
&'==ея, 
то остальные 2п корней будут: 
я и 
р ”’и аа 8" (и=0,1,...и—1), 


так что соответствующие значения 2 = -** имеют каждое: 
й 


модуль 1 и поэтому расположены 
на экваторе 2 (соответ- 
ствующем окружности радиуса 1 на плоскости 2), а именно 


на одинаковых угловых расстояниях — одно от другого 
т . 


Итак, мы находим следующие замечательные точки на 
сфере 2: Южный полюс 2=0 и северный полюс 2 == со 
каждый с кратностью п— 1; 2п точек на экваторе 2=г, 
# . =, каждая с кратностью 1. в. 
Сумма всех кратностей равна? . (п—1) +27. 1==41—2 
как того требует общая теорема (стр. 164) при степени п, 
В силу уравнения (1) замечательным точкам 2=0, со на 
сфере № отвечает точка № == оо, всем точкам 2 — —. 
точка \ =--1 и, наконец, всем точкам и о 
И —Ь Поэтому на шаре % имеется только три места 
разветвления: со, |-1,—1, но зато расположены над 
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№ =с0 ...2 точки разветвления кратности п— 1, 
и=:+1...П точек разветвления кратности 1, 
\=—1...п точек разветвления кратности 1. 


Таким образом из 2и листов поверхности Римана 
в точке у = со циклически сходятся обе группы по п 
листов, а в каждой из точек и = +1 и = — 1 раз 
по два листа. Детали расположения этих листов пред- 
ставятся нагляднее, если мы изучим соответствующее 
подразделение сферы 2 на полуобласти. 

Для этого полезно знать, как замечено выше, те ли- 
нейные постановки, которые превращают уравнение (1) 
само в себя. Прежде всего оно остается неизменным, по- 
добно двучленному уравнению, при п подстановках: 

241 
г=и 2 (=0,1,2,...,П— 1), где в=е" (2а) 
так как при них. 2” =2. Точно так же оно переходит 
само в себя при следующих п подстановках: 


и= ^(9=0,1,... 1—1), (2) 


1 
так как они только обменивают местами 2" и —* „Итого, 


мы имеем 9п линейных преобразования уравнения (1) 
самого в себя, т. е. как раз столько, сколько единиц 
в степени уравнения. Поэтому, зная при некотором зна- 
чении ® один корен 2, уравнения, можно сразу получить 


все 2 корней: г. 4 и т (9=0,1,... 1—1) если 


© 
только известен корень л й степени из единицы. 

Теперь перейдем к исследованию того подразделения 
сферы 2 которое соответствует разрезанию римановой 
поверхности на сфере № вдоль вещественного меридиана; 
при этом мы будем различать на вещественном мери- 
диане сферы \, как и в предыдущем примере, отрезки, 
определяемые тремя точками разветвления, а именно: 
от +1 до со (сплошная линия), от со до —1 (пунктир 
из точек), от —1 до +1 (пунктир из черточек) фиг. 48). 
Каждому из этих трех отрезков на сфере 2 отвечают 
по 2п различных криволинейных отрезков, которые все 
получаются из одного из них с помощью 2п линейных 
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подстановок (2); поэтому достаточно определить каждый 
р положение одного из них. С другой стороны, все эти 
трезки должны соединять замечательные точки 2-0 


Ю 


= 8"; 8’. 8”, которые мы прежде всего отмечаем на сфере 2; 
логично предыдущему случаю, изображение этих от- 
резков несколько различается в зависимости от того 
есть ли п четное или нечетное чнсло. Для нас доста- 
точно будет наглядно представить себе один какой-нибудь 
определенный случай, например п=6. Фиг. 48 изобра- 


Сфера: Сфера # 
ов оо 


Фиг. 48. 


жает в. прямоугольной проекции переднюю сторону 
сферы 2; на ней видчы из точек 5", лежащих на экваторе 
о а Н ыы от друга, начиная слева, 
— 1,8, 8, ==] а из тОЧек 8’. асп 

женных посредине м и. 
ий с и ежду первыми, видны Точки =’. &3, 
Е: квадрант ( + 1, со) веществен- 
а 2: соответствует сп 1 
ЛОщЩнойЙ 
ато Ноомеридиана №. Действительно 
положить Ее давать г вещественные значения 

от 1 до осо, то ИН) ("Е б 
нимать 2 = 2 р АеРИрИа 
ня а возрастающие вещественные значения 
на о иа кривой получаются п других сплош- 

сфере 2 с помощью п линей 
становок (2а), которые, как мы о п. 
знаем из первого при- 
мера, изображают вращение сферы около ертикальной 

оси (0, со) на углы 2" 4 "—П=, 

не г ; таким образом 


1 =) й ы 
2. Кленн. Элемениармая математика 
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п четвертей меридиана, соединяющих ее 
верный полюс со с точками 5’ экватора, Еще в 
| бощаз кривую мы получим, применяя, напр р 


ает квадрант мери- 
подстановку а. которая превращ р. 


диана от +! до © в нижний ее 
ли п 
ана, соединяющий точки -- 1 и 0. 
ту кривую всем вращениям (2а), — соединение этих 


: ает все подстановки 
вращений с 2’ = действительно да 


(25), —то получим ещей четвертей м а, 
южный полюс с точками экватора ы т р 
ствительно получаем 21 искомых сл. те. Г т 
ответствующих сплошной четверт\ м И Ня 
П== 6 эти кривые составляют три поте их. т м 
торые получаются из вещественного морид! 


нием на 0, 60, 120°. 


мы получаем 


Теперь мы можем убедиться ы том, это пОНОтАЕ. 
егает ряд #7277! 
значений 2 == 8’. г, где г снова про р ее 


ует части Вы. 
т-1 ло со, соответствус" части 1 1 
ша ых преенной точечным пунктиром; в самом 
- . 
деле, уравнение (1) дает при этих те 
ТИ пи ай +), 
в 2 ? ат га 2 т 
— — со. Но 
следовательно, № постоянно убывает от а не 
2 =а’.г представляет четверть меридиана от м 
на экваторе; применяя к ней снова подстанов а 
Ю а ы 
щему, что части 
им, аналогично предыду 
ого меридиана у, отмеченной точечным а 
ответствуют все четверти А ее — к 
'. ак чт 
ками экватора &'-#’, т т 
 ополаы углы д мерндианами, которыми мы пользо 


вались выше. р 
линейных отрезков, 
Остается найти 2п криво Я 


1 
ющих полумеридиану — 1<и<-Ь 
убитироы из черточек; я докажу, что это Е тя 
отрезки, определяемые на экватор о 
точками &’и#’.”. В самом деле, экватор НН ее 
точки с модулем 1 и поэтому может быть пред 


средством функции 2 = е*, где $ принимает вещественные 
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значения от О до 2 м. Поэтому соответствующее № 
равно; , 
(и) ее) = со (пф); 
оно, действительно, остается всегда вещественным и по 
модулю меньше единицы, а нменно принимает по разу 
все значения между -- 1 и—1, когда ф пробегает дугу 


длиною в”, т. е. один из тех отрезков, о которых 


идет речь. 

Определенные таким образом кривые разделяют сферу 2 
на 2.2п— вообще треугольной формы — полуобластей; 
каждая из них ограничена тремя кривыми, по одной 
каждого рода, и соответствует одному из полулистов 
поверхности Римана. Только в замечательных точках 
сходятся вместе по несколько областей, а именно, как 
это и должно быть по таблице кратностей (стр. 176), 
в северном и южном полюсах по 2.п, а в каждой из 
точек & и 8’. по 2.2. Чтобы определить, какие из 
этих областей следует заштриховать, обратим внимание 
на то, что граница задней полусферы \, считая в положн- 
тельном направлении, состоит из сплошной, черточяо-пунк- 
тирной и точечно-пунктирной кривой; ввиду конформности 
отображения следует заштриховать все те полуобласти, 
у которых три части периферии следуют одна за другой 
в таком же порядке, все же остальные оставить без 
штриховки. р 

Таким образом мы получили полное геометрическое 
изображение зависимости между 2 и '’, выражаемой нашим 
уравнением; это изображение можно проследить еще 
дальше, подробнее разбирая конформное отображение 
отдельной треугольной области на полусфере и, но мы 
не станем здесь этим заниматься. Я хочу только описать 
эти результаты в применении к случаю п == 6, на котором 
мы останавливались выше. В этом случае сфера распа- 
дается на 12 заштрихованных и 12 незаштрихованных 
треугольников, из которых на нашем рисунке видно 
по 6 тех и других. В каждом полюсе сходятся по 6 тре. 
угольников того н другого рода, а в 12 равноотстоящих 
точках экватора по 2, Каждая область конформно отобра- 
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жается на таком же полулисте поверхности м ры 
следние, соответственно группировке полуобласте р 
пряжены по 6 полулистов каждого рода над мес ы 
разветвления со н по 2 каждого рода над местами ра 
я-1. 
я удобное и, ввиду аналогии с последую- 
щим, особенно ценное изображение деления сферы о 
чается так: соединяют прямыми каждые две ея 
точки деления экватора, отстоящие одна от другой на 


и 
2 (например все”), и затем каждую из них с обоим 
п 


полюсами (фиг. 49). Таким образом получают ее 
в сферу двойную пирамиду с п (на нашем О 
боковыми гранями у каждой из простых пирамид. — 

спроектировать сферу с ее областями из центра нЕ 
пирамиду, то каждая треугольная грань разделится с вы 
высотой на заштрихованную и У. 10 х 
вину. Если принять эту двойную пирамиду за из ри. 
ние деления сферы и, следовательно, нашей функции, ы 
она окажет нам те же услуги, какие представят пр : 
вильные многогранники в нижеследующих при 

мерах. Мы достигаем полной аналогии с послединми, 
если предстевим себе, что наша двойная пирамида ре 
снута в плоскость оснований, и станем ик 
получающийся при этом дважды покрытый ть 
п-угольник (шестиугольник), обе стороны которого р 
делены прямыми, соединяющими центр его с ара 
и со срединами сторон, на 2и треугольников кажда: 

(фиг. 50). Я всегда был склонен причислять эту фигуру, 
называя ее диэдром, к пяти правильным многогранн 

кам, которые известны со времен Платона. Дитевно 
она удовлетворяет всем условиям, которыми оиновенко 
определяют правильный многогранник: все ее ребра рав 
между собой (сторолы правильного п-угольника), и угл 

ее также равны между собой (углы п-угольника); еАНЕ- 
ственное различие заключается в том, что она не пред 
ставляет собой тела в тесном смысле слова, так как зак- 
лючает в себе объем, равный нулю. Таким образом тео- 
рема Платона о том, что существует только пять правиль- 
ных многогранников, справедлива лишь в том случае, 
если. включить в определение требование — всегда, конеч- 


шир ЕВС асы и атак лье маша? об а, 
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но, молча подразумеваемое, — чтобы многогракник был 
телом в собственном смысле слова. : 

Исходя от диэдра, можно, очевидно, получнть наше 
деление сферы, проектируя на сферу не только его вер- 
шины, но и середины его сторон и боковые грани; поз- 
тому его тоже можно рассматривать как представителя 


АХ 


Фиг. 49. 


Фиг. 50. 


изображаемой нашим уравнением функциональной зави- 
симости между \ и 2, так что это уравнение можно, как 
уже было указано, назвать уравнением диэдра. 

Теперь мы переходим к упомянутым уже примерам, 


которые стоят в самом тесном отношении к правильным 
телам Платона. 


3. Уравнения тетраэдра, октаэдра и икосаэдра, 


Мы увидим, что два последние уравнения мы могли 
бы с таким же правом назвать уравнениями куба и доде- 
каэлра, так, что действительно перебраны все пять пра- 
вильных тел. Здесь мы пойдем по обратному пути, срав- 
нительно с предыдущим примером: сперва мы выведем, 
исходя от правильного тела, деление сферы на области 
ни затем составим соответствующее алгебранческое уравне- 
ние, которое находит в этой фигуре свое геометрическое 
наглядное изображение. Но мне придется при этом часто 
ограничиваться намеками, и поэтому я с самого начала 
указываю вам на мою книгу: „Лекции об нкосаэдре и о 
решенни уравнений пятой степени“ (,УоНезипаеп @Ъег 
Чаз Козае4ег ип4 @е АиИбзипе 4ег С1е1спипвеп уот #пНеп 
Сгайе", Герив 1884), в которой вы найдете системати- 
ческое изложение всей этой обширной теории со всеми 
се приложениями. . 

Я буду разбирать все три случая параллельно и начну 
с деления сферы на области для тетраэдра. 
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1. Тетраэдр. Разделим каждый из 4 равносторонних 
треугольников тетраэдра тремя высотами на о р 
` онгруентны между , 
ничков, которые по три к я 
ентных треугольничка зеркал 
время как неконгру ь ее 
иг. 51). В результа 
симметричны между собой (ф и 
поверхности тетраэдр 
чается подразделение всей о 
йи 12 других, тоже конгру 
12 конгруентных между собой и Иа 
жду соб кально равных первым, тр 
ентных ме собой, но зер мы 
‘одну из этих групп треугольни 
и ; Ч касается углов этих тре- 
триховкой (фиг. 52). Что же 
тОЛЬНИКОВ, то можно различать три рода их, так что 


каждый треугольник имеет по одному углу каждого рода: 


| 


льного тетраэдра, 
а) 4 вершины первонача , 
в рые сабжа по 3 заштрихованных и. по 3 неза 


штрихованных треугольника; 


Ъ) 4 центра боковых граней, которые, в свою _ 


эдр (противополож- 
очередь, образуют правильный тетра 
ны тетраэдр); в них сходятся по 3 треугольника каждого 


6 середин ребер, образующие правильный окта- 
эдр; в них сходятся по 2 треугольника каждого ра ыы 

Если спроектировать это деление на треугольн ие 
центра на описанную сферу, то последняя ем ) 
2.12 треугольников, ограниченных дугами и ру 
гов; они попеременно конгруентны и симметричны. ОЕ 
каждой вершины рода а, 6, с, расположено соответст ее 
по 6, 6, 4 равных угла, и так как сумма углов на повер 


ности шара вокруг точки вс 


егда равна 2л, то каждый 
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из наших сферических треугольников имеет в вершинах 
Е: 
а и б углы — ав вершине с — угол-»-. 


Характерное свойство этого подразделения сферы 
заключается в том, что оно —как и сам тетраэдр — при 
некоторых вращениях около центра перехо- 
дит само в себя. Вы легко можете представить себе 
это во всех деталях на модели тетраэдра, которую вы 
видите перед собой и которую я взял из нашей коллек- 
ции моделей; но здесь я ограничусь тем, что перечислю 
все возможные вращення, причем к ним всегда будет 
сопричисляться „движение“, оставляющее фигуру в по- 
кое, в качестве „тождественного вращения“. Выберем 
какую-нибудь определенную вершину первоначального 
тетраэдра; вращением мы можем совместить ее с любой 
доугой вершиной тетраэдра (и даже с нею же самой), 
что дает четыре возможных случая. Оставляя же ее не- 
подвижной в одном из этих положений, можно тремя 
различными способами совместить тетраэдр с самим со- 
бой, а именно — вращая его на углы в 0, 120 или 240 
вокруг прямой, проходящей через эту неподвижную вер- 
шину и через центр. Это дает в общем‘ 4.3 =12 враще- 
ний, которые переводят тетраэдр или соответствующее 
деленне описанной сферы на треугольники в самого себя. 
Посредством таких вращений можно любой заштрихован- 
ный: (или незаштрихованный) треугольник перевести в 
любой другой заштрихованный (соответственно незаштри- 
хованный) треугольник; любое вращение вполне опреде- 
лено, если дан и этот второй треугольник. Эти 12 вра- 
щений образуют, очевидно, то, что называют группой С:л. 
т. е. если произвести два таких вращения одно после 
другого, то результат будет соответствовать одному из 
12 вращений. 

Если рассматривать нашу сферу как сферу 2-ов, то 
каждое из этих 12 вращений может быть представлено 
посредством линейного преобразования 2; получаемые 
таким образом 12 линейных преобразований не изменяют 
уравнения, принадлежащего тетраэдру. Для сравнения 
я замечу, что, как вы сами можете убедиться, 2п линей- 
ных подстановок уравнения диэдра можно ннтерпретиро- 
вать как совокупность вращений диэдра в себе, 
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2. Приложим аналогичные рассуждения к октаэдру; 
но теперь мы можем выражаться более сжато. Разделим, 
как и раньше, каждую из 8 боковых треугольных граней 
на 6 треугольничков; получается подразделение всей 
поверхности октаэдра на 24 конгруентных между собой 
заштрихованных треугольничка и на 24, в свою очередь, 
конгруентных между собой, но зеркально симметричных 
по отношению к первым, незаштрихованных треугольнич- 
ка (фиг. 53). И на этот раз можно различать вершины 
трех родов: 

а) б вершин октаэдра, в которых сходятся по 4 
треугольника каждого рода; : 

'Ъ) 8 центров граней, образующие вершины куба; 
в них сходятся по 3 треугольника каждого рода; 

с) 12 середин ребер, в которых встречаются по 
2 треугольника каждого рода. 

Переходя, с помощью пентральной проекции, к опи- 
санной сфере, получаем подразделение на 2 ‹ 24 конгруент- 


ных, соответственно симметричных треугольника, каждый 
я 
из которых имеет в вершине а угол ‚>В вершине $ — угол 


; : п 
-П.и в вершине с — угол т. Принимая во внимание то 


обстоятельство, что вершины & образуют куб, легко 
можно убедиться в том, что точно такое же подразделе- 
ние получилось бы, если исходить от куба и проектиро- 
вать его вершины и середины граней и ребер на сферу; 
таким образом, действительно, не приходится рассматри- 
вать куб отдельно. 

Совершенно так же, как и в первом случае, можно: 
убедиться в том, что как октаэдр, так и это подразде- 
ление сферы на области переходят сами в себя при 
24 вращениях, образующих группу @.1; каждое отдельное 
вращение характеризуется тем, что оно переводит один 
заданный треугольник в определенный другой треугольник: 

3. Теперь мы подошли к икосаэдру (двадцатигран- 
нику). И здесь в основу кладем деление каждой из 20 
треугольных граней на 6 составляющих треугольничков 
и в общем получаем 60 заштрихованных ни 60 незаштри- 
хованных таких треугольничков (фиг. 54). Три типа вер- 
шин в этом случае будут: 
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а) 12 вершин икоса 
эдра, в которых 
5 ыы ив каждого рода; Не 
центров граней; они об 
разуют верш 
ВН аа реа нна © 
НЫ! ями); в них 
угольника каждого рода; ый ны 


Фиг. 53. 


с) 30 середин ребер; в 
них сходят 2 тре- 
угольника того и другого рода. о 


Поэтому при перенесении на сферу каждый треуголь- 
я 


ник получает при вершинах а, 6, суглы Ро п, Я. Из свой- 
ства углов $ можно опять заключить, о а же фи- 
гура получилась бы из правильного додекаэдра. Наконец, 
можно видеть, что икосаэдр и соответствующее подраз. 
ата сферы переходят сами в себя посредством группы 
70 ИЗ 60 вращений сферы около центра. Эти вращения 
хак и вращения октаэдра, вы можете уяснить себе на 
модели, подобно той, которую вы видите здесь. 

Я еще раз хочу сопоставить те углы сферических 
треугольников, которые получались в трех рассмотрен- 
ных случаях, присоединяя сюда же и диэдр: 


Днэдр: ры 
паза 

Тетраэдр: Зе г. 
*] тя 
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: ятл 
Октаэдр: | 432 
| : вп ®. 
Икосаэдр: 532 
Натуралист, вероятно, немедленно заключил бы из 


йшие аналогичные подраз- 
я я я я 
деления сферы с углами ее. 51’ ры Но матема- 
тик не должен, разумеется, применять таких заключений 
по аналогии, и его осторожность оказывается в данном 
случае справедливой, так как действительно ряд в03- 
можных подразделений сферы описанного рода обрыва- 
ется на перечисленных выше. Конечно, этот факт стоит 
в связи с тем, что нет других правильных многогранных 
тел, кроме 5 платоновых тел. Последнее основание этого 
можно усмотреть В некотором свойстве целых чисел, 
которое не может быть сведено к более простым сообра- 
жениям. А именно, можно показать, что углы каждого 
из наших треугольников должны быть такими целыми 


частями миг: чтобы было удовлетворено нера- 


этого, что возможны и дальне 


венство: 

- 1 1 1 
ее 

1 


оказывается, что этому неравенству удовлетворяют только 
перечисленные выше решения. Впрочем, смысл этого не 
равенства легко понять, так как оно говорит, что сумма 
углов сферического треугольника всегда больше я. 

Я хотел бы здесь еще упомянуть о том, что, —- как 
многим из вас, конечно, известно, — разумное обобщение 
этой теории выходит за эти как будто слишком узкие 
рамки: теория авто морфных функци й рассматри- 
вает деления сферы на бесчисленное множество треуголь- 
ников с суммой углов, меньшей я, или соответственно 


равной п. 
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‚4. Продолжение; вывод уравиений. 


Теперь мы пе 
реходим ко второй част 
и наш 
а именно, к установлению тех уравнений вида ыы 


Ф (2)==1 .3(2)==0, или у = 70), (1) 
$ (2) 
кото ежа 
ны ое т каждому из наших подразделений 
ыыы и в силу которых обе полусферы 
. нли, соответстве р 
Е р твенно, на 2.2 
ры м те Пе Олнаенках сферы =. ик 
ию \ должно в общем 
м ее 60 значений 2— каждое в ое 
етствующего рода, — : 
о рода,— так что искомые уравнения 
12, 24, 60, которую мы у 
будем обозначать во- 
обще через №. Но каж- 
дый треугольничек 
опирается на три за- 
мечательные точки, так 
что во всяком случае 
на сфере № должны 
быть три точки развет- 
вл 
Е и мы поместим, как это принято, в точ- 
ны ть в качестве линии разреза ©, проходящей 
и три точки, три отрезка которой должны от. 
даны ь пограничным линиям треугольников 2, мы 
и" мериднан вещественных чисел (фиг. 55) 
и ем и, что в. каждом из трех слу: 
—0 соответствуют цент 
ь ры граней 
о точке \ == | п 
о Е: в) " точке и = со соответствуют вер 
нннка (углы @) (фиг. 56 
- ь . При 
к НЫ треугольников Е Пт 
на = чертеже, трем отрезкам меридиана и 
р о треугольники соответствуют 
т ей рихованные передней полусфере. При этом 
а должно, соответственно этим сопряжениям 
Е о сферу & на М-листной 
рхностн, покрыва | 
разветвления в точках (), ры о а. 
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Можно было бы легко вывести а ие и не 
бщих теорем теор р я 
этого уравнения из о а 
гать необходимых | 
не хочу здесь предпола нЕ 
ское построени 
почитаю более эмпириче ь 
У раавений, которое, быть может, даст нам ‚ Ро 
у еи наглядное представление об отдельны Е 
Представим себе уравнение (1) написанным в 
ных переменных: 
. у, _ Фм (2 22) з 
— 4 (21, 23) 


мере- 
одные м"огочлены измере 
‘де Фл, м обозначают однор те 
РЯ Ма 2, 2. (М = 12, 24 или 60). При таком м 
сания уравнения исключительную роль игр ея 
м Оим, =0 на сфере в; но так как А ир 
а ег. авный интерес 
гда представляет р тя 

аа | ре \=1 (в однородных пе. 
ее о) то представляется целесообразным им 

—и, =0),. г 
в виду и следующую форму уравнения 
_ Хм @ь 2) 


и — №, 


н. ФМ (2х, 22) . 

яет форму №-го изме- 
—= Фл — м тоже представл 7 
ее Вида я предпочитаю соединить в одну непре 

цию; 
рывную пропор м | х 
№): (9, — №): = Фм (2), 25) :Хм (21, 22): В (21, 2); (2) 

вм 2 


ия (1 
это представляет собой однородную форму у | 
и в ней одинаково приняты во внимание вс 

ения. 
ие наша задача заключается в том, ыы Е 
вить формы Фх, Хм, Фм; для этой цели т ыы та 
ставим их в связь с нашим делением с ет а 
в У а на сфере & 
= ачению # = с 
Фк (2, 22) = 0, т.е. значен 


ы асно 
№ корней формы Фм. С другой же ее 
нашим условиям, месту разветвления и ое 
ветствовать центры граней многограняи ое равно 
в нашем подразделении); число их в кажд 


| и за 
.-. но в каждой из этих точек встречается по тр 
3 , 
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штрнхованных и по три незаштрихованных треугольника, 
однократно отображенных на отдельных полусферах, 
так что каждую из них следует считать тройным корнем 
нашего уравнения. Таким образом эти точки, если прн. 
нять во внимание их кратность, доставляют все точки, 
соответствующие №=0, и следовательно, все корни 
функини Фм; таким образом функция Фу имеет исключи- 
тельно тройные корнн и представляет поэтому третью 


степень некоторой формы ф (21, 2.) степени 5: 
з 
Фи = (Фи (21, 2.) } 
(нь) 


Таким же образом находим, что значениям \=1 или 
и; — №, = 0 соответствуют корни уравнения Хм == 0, и что 


они тождественны ее: серединами ребер многогран- 
ника, считая по два раза каждую ершнян с в нашем 
подразделении); поэтому Хм должно быть полным квад- 
ратом формы измерения": 


Кн = (хн. (г, г). 


Наконец, значению № = со соответствуют корни функции Фу, 
и поэтому они должны быть тождественны с вершинами 
первоначального многогранника (вершины а); в них схо- 
дятся в соответственных случаях по 3, 4 или 5 треуголь- 
ников, так что получаем: 


Фм = (+ (2, 2.) }», где += 3, 4 или 5, 
Таким образом наше уравненне непременно должно иметь 
ВИД: 
№1 : (#1 —)): №, = Ф(2,, 2,8: д (2, 2.) : $ (21, 22)"; (3) 


измерения и показатели форм ф, у, у, а также значения 
степени уравнения М получаются из следующей таблички: 


Тетраэдр: $43, Хай, фай; №= 12 


Эктаэдр: ат, Да, фе М = 24. 
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Икосаэдр: _ Фив, зо", фи М = 60. 
Теперь я хочу еще показать, что и разобранное ати 
внение диэдра можно включить в эту схему (3). Мы 
должны только вспомнить, что там мы помещали места 
разветвления на сфере и в точках — 1, + Ъ 0%, а не в точ- 
ках 0, + 1, со, как теперь, так что мы достигнем действи- 
тельной аналогии с уравнениями (3) лишь в том случае, 
если потребуем представить уравнение диздра в таком 
виде: | 
(ии): №): =Ф:Х:. 
Из формы уравнения диэзра: 
"+ 
Уз 221" 21° 


которой мы пользовались в свое время (стр. 174), с по- 
мощью простого преобразования получаем: 


(в: +3): (#,— №): = 
== (2.1 + 2,2" + 221" 2) (2 2" — 22" 2): 22" 2." = 
= (а. На": (д — 2:2 (2, 2). 


Таким образом мы действительно можем присоединить 
к предыдущей табличке следующую строчку: 


фи», И фз; м = 2п. 


Замечательные точки и их кратности непосредственно 
определяются по этой форме уравнения и совпадают 
с установленными раньше (стр. 176). 

Теперь нашей задачей является действительно по“ 
строить формы ф, #, Ф в трех новых случаях. При этом 
я остановлюсь подробнее только на октаэд ре, для кото: 

то обстоятельства складываются наиболее просто. Но 
н здесь, желая оставаться в рамках краткого обзора, 
я многое буду только намечать и сообщать в виде ре 
зультатов; всякий же, кто пожелает познакомиться с этим 
ближе, может найти подробное изложение в моей книге 
об икосаэдре. . 

Ради простоты представим себе, что октаэдр так впи* 
сан в сферу 2, что 6 его вершин совпадают с точками* 


Диэдр: 
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2= | 

= т —1, —7. (фиг. 57): При таком положении 

м линейные подстановки 2, которые изобра- 

=. ращения, т. е. перемещают названные 6 точек 
представить в очень простом виде: начнем с 4 вра- 


щений, при которых в 
м р ершины 0 и со остаются неподвиж- 


#=Г.2 (К=0, 1,2, 3), (4а) 
Далее можно, например, посредством подстановки 2’ = -!. 


[т. е. вращения около горизо 

нталь- 
ной оси (-1, —1) на 1803] и 
местить точку 0 в со; применяя за- 
тем еще 4 вращения а), получим 
4 новых подстановки: 


— | : хе 
г=-—(к=0, 1,2, 3). (45) 


Сфера ‘2 
|: 


Точно так же п 
ереместим с по- 
мощью подстановок - 
2 2+1 ЕЕ 2—1 2 
2-1’ "21 "241 
поочередно каждую из 4 точек #=1,- 1, —1,—[ в оо, 
Ю ’ 


применяя каждый раз 4 в 
4.4 = 16 подстановок о" а 


рй. ЕТ, гр] 
#1 2+1 (к 

ИЕР. РЕ др, 5 о. 
2—1 2+1) 


Теперь мы нашли все 24 искомые 
подстановки; - 
аиы ЕН можно убедиться в м ча Омь 
о ьы Е еводят 6 вершин октаэдра в самих 
Е разуют группу, другими словами, что 
о: а. о д О 

подстанов 

и хе прежде всего образовать Я. 
пора ны ростыми корнями 6 вершин октаэд а: 
дает множитель 2, точка 2 = со дает и. 
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тель 25; 4 точки -Е1 и -Е7? представляют простые корни 
формы 2,*— 2.*, так что окончательно получаем: 


фе = 21-2 * (2.4 —2,*). (52) 


Труднее составить формы Фв и #:» для которых центры 
граней и, соответственно, середины ребер служат про- 
стыми корнями; я приведу их здесь без вывода: 


фз = 28 я 1424 Яо + 228, | (5Ъ) 
Таз = 212 — 332,8 2,4 — 332.4 2,3. 21, 

Конечно, во все эти три формы входит еще неопреде- 

ленный постоянный множитель. Поэгому, если под фь, в» Хо 

понимать формы в том видё, как они выражены равен- 

ствами '(5), то в уравнение октаэдра (3) следует еще вве- 

сти неопределенные постоянные с,, с, и писать его в та- 

ком виде; | } 

№: : (#1 — №): == 958: С. Дл Со Фо. 

Кроме того, надо так определить постоянные с, чтобы 

последние уравнения действительно представляли только 

одно уравнение между хит, а это имеет место в том 

и только в том случае, если 


Фа — Сао = С.Д 
тождественно в 21, 2. Последнее соотношение действи- 
тельно можно осуществить при помощи соответствующего 
выбора постоянных с1. с., а именно имеет место, — в чем 
можно убедиться простым преобразованием, — тождество: 
$8? — 108 65 == 12, 
так что уравнение октаэдра (3) принимает следующий 
вид: 
№1: (#7, — 1): №, = 98? : ло? : 108 44. (6) 
Это уравнение действительно отображает точки и = 0, 1, со 
соответственно в центрах граней, серединах ребер и вер- 
шинах октаэдра с надлежащей кратностью, так как формы 
ф, {, ф составлены соответственным образом. Кроме того, 
24 подстановки октаэдра (4) переводят это уравнение 
само в себя, так как они преобразуют корни каждой 
формы ф. 1, ф и самих себя и, следовательно, вводят 
в самые формы только лишь по множителю, а вычисление 
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показывает, что при образовании частных эти множители 
выпадают. 

Остается еще показать, что это уравнение действи-- 
тельно отображает конформным образом каждый заштри- 
хованный или незаштрихованный треугольник сферы # 


точки (, 1, со вещественного меридиана №.и что `внутри 


только 24 корня, которые должны расп 
} ределиться по 24 
однородным треугольникам. Если бы нам Удалось еще 


октаэдра. Это прежде всего те 3 взаимно перпе - 
лярных круга, которые проходят через каждые $ изв Е 
шин октаэдра и соответствуют ребрам октаэдра (боль- 
шие круги, изображенные на фиг. 57 сплошными ЛИНИЯМН), 
и, далее, 6 кругов, соответствующих высотам граней 
октаэдра; они делят пополам Углы между большими кру- 
гами (малые круги на фиг. 57, пунктир из черточек). С по- 


13 $, Клейн, Элементарная математика, 
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Но среди больших кругов нмеется меридиан веще- 
ственных чисел 2, и на нем, конечно, № нмеет веществен- 
ное значение, получаемое из уравнения (6): 


так как $ иф представляют вещественные многочлены 
относительно 21 И 2. 

Из малых кругов, проходящих через точки О и оо, 
мы выбираем тот, который составляет с вещественным 
мериднаном угол в 45° и вдоль которого, следовательно, 

т 

г приннмает значения 2 =е “. г, где гпроходит через веще- 
ственные значения от — 00 до -- ©о; вдоль него, во вся- 
ком случае, 24 = &" - г== — гимеет вещественное значение; 
а так как, в силу уравнения (5), в функцию Фё И в четвер- 
тую степень функции фз ВХОДЯТ только четвертые степени 
ни 2 то №, ввиду последней формулы, опять-таки 
имеет вещественное значение. 

Теперь мы подошли к концу нашего доказательства: 
уравнение (6) действительно отображает конформным 
образом полуплоскости, соответствующие римановой сфере 
или покрывающей ее римановой поверхности, на сферу = 
в ее подразделении на треугольники, соответствующем 
октаэдру; поэтому мы —и обратно —с той же полнотой 
владеем геометрически зависимостью между 2 н №, уста- 
навливаемой этим уравнением, как и в предыдущих при- 
мерах. 

С тетраэдром и икосаздром поступают совершенно 
таким же образом; я дам здесь лишь результаты, которые 
и в этих случаях получаются при возможно более про- 
стом положении подразделения на сфере г. Для тетра- 
эдра!) получается такое уравнение: 

3 


и: (1—3) = { 2-2 И —3 2 2? + 20* у: 
:— 12 И—3{ 21 2. (24— 2%) |" 
: { 24 +2 И—3 211 21 -|- 24% }*. 


1) Ср „козае4ег“, р. 60, 51. 
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а для икосаэдра *): 
И: (Я: — №): №. = г 
= |- (219 2:20) + 228 (2182,8 — 21°2,11) —494 21192,19" 
— {а + 522 ры) — 
—10005 (2170219 -- 21192,19) |"; 
: 1728 { 212. (2110 -- 11 2152.5 — 2,10) }; 


другими словами, эти уравнения 
отображают по эры 
3’ на заштрихованные и незаштрихованные и 


принадлежащего тетраз 
Ви раэдру и нкосаэдру подразделения 


5. О решении нормальных уравнений. 


Теперь мы займемся общнми свойствами тех 
В м 
ни Зотерые мы до сих пор рассматривали как ремерь 
щей теории, развитой выше, и которым мы дадим 
название нормальных уравнений. Конечно, я н 
здесь могу представить вам положение вещей лишь в 
самых простых случаях, отсылая интересующихся подроб- 
НЕ к моей книге об икосаэдре. 7 
ачну с того замечания, что крайне п - 
рода всех наших нормальных у ранвецай жеж О 
того, что они допускают столько же линей- 
ных подстановок, сколько единиц в показа- 
теле их степени, так что все корни представляют 
линейные функции одного из них; замечу также, что в 
подразделениях сферы мы имеем крайне наглядный гео- 
метрический образ всех рассматриваемых здесь соотно- 
шений. Я хочу показать на примере одного вопроса 
относящегося к уравнению икосаэдра, до чего просто 
слагается, благодаря указанным обстоятельствам, многое 
такое, что вообще оказывается крайне сложным, когда 
имеешь дело с уравнениями столь высоксй степени. 
Дано вещественное значение 3, например, на отрезке 
(1, со) вещественного меридиана №; требуется определить 
60 корней 2 уравнения икосаэдра при =, (фиг. 58). 
Наша теория отображения показывает, что каждый из 


1) Козаедег“, р. 60, 56. 
13* 
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них должен лежать на одной из 60 соответственных 
(на фиг. 56 сплошных) сторон треугольников подразде- 
ления сферы г. Таким образом выполнено то, что в теории 
уравиений называют отделением корней, представляющим 
большей частью крайне утомительную работу, которая 
должна предшествовать численному вычислению ‚корней: 
так называется задача определения таких отдельных про- 
межутков, в которых, наверно, заключается только по 
одному корню. Но мы можем также сразу определить, 
сколько среди этих 60 корней вещественных. А именно, 
из того, что при приведенной выше форме уравнения 
икосаэдра последний предполагается вложенным в сферу 2 
бери —— таким образом *), что вещественный мери- 

5 через 4 угла каждого 


„ диан проходит 
и. рода а, , с, вытекает, что (ср.`фиг. 56 и 
| „ 54) как раз 4 сплошных стороны треуголь- 
| | 
\ 7. 


ников лежат вдоль вещественного мерн- 


днана, так что имеется как раз 4 веще- 


— ственных корня. То же самое имеет ме- 
‚ сто, если №, лежит в одном из двух дру- 
Фиг. 58. гих отрезков вещественного меридиана \№, 


так что вообще при всяком вещественном 
\ уравнение икосаэдра имеет 4 вещественных и 56 мни- 
мых корней. 

Теперь я хочу сказать несколько слов о действитель- 
ном численном определении корней наших нормальных 
уравнений. Прежде всего, здесь снова является для нас 
благоприятным то обстоятельство, что вычислять прихо- 
дится каждый раз только один корень уравнения, так 
как остальные корни получаются посредством линейных 
подстановок. Впрочем, я должен заметить, что численное 
определение корня представляет, собственно говоря, за- 
дачу анализа, а не алгебры, так как оно необходимо 
требует применения бесконечных процессов, чтобы пред- 
ставить с любым приближением иррациональные, обыкно- 
венно, значения корней. 

Более подробно я остановлюсь только на самом простом 
примере—на двучленном уравнении я = 2’, при- 
чем я снова прихожу в непосредственное соприкосновение 


1) Ср. „Козае4ег“, р. 55. 
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со школьной математикой, так как и в ней разбирается 


эта задача — вычисление Ию, —по крайней мере, для 
первых значений п и для положительных вещественных 
значений + =г. Метод вычисления квадратных и кубн- 
ческих корней, известный всем вам со школьной скамьи» 
состоит, в сущности, в следующем: исследуют, какое место 
занимает подрадикальное число № =г в ряду квадратов 
или кубов целых чисел 1, 2, 3, 4,...; затем, основываясь 
на десятичной системе письменного счисления, повторяют 
то же испытание с десятыми долями найденного проме- 
жутка, затем с сотыми долями и т. д., получая при этом 
разумеется, любую степень точности. ] 
Здесь мы применим более рациональный метод, кото- 
рый годится не только при любых целых п но и при 
любых комплексных значениях №. Так как нам ко 
найти лишь одно какое-нибудь решение уравнения, то 


станем искать как раз то значение 2 = / рое 
=", ко - 
жит внутри угла?” =. — 
„_ › построенного при оси вещественных 


чисел (фиг. 59). Строго придерживаясь обобщения упомя- 
нутого выше элементарного метода, начнем с того, что, 


Плес оеть & 


разделим (лучами, проходящими чер 
ез вершину) ограни- 
нии этим углом пространство нат НЫ стей 
на чертеже ? =5) и пересечем эти лучи окружностями 
ны около начала радиусами г=1, 9, 3.. Таким 
азом мы получим — при выб — внутр 
ооражом уч р ранном +— внутри угла 


эй К 
#==р.е" (К 0, 1, Не | 


ео, 3... 
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я соответствующие им значения м: 


ии". е ' 

мы можем сразу указать в плоскости а НЫ 
но покрыв 

ам вершины подобной же, . 

оны сети, которая состоит из Е я И 

днусами 1", 2”, 3",.. и лучей, составляющих с 


4 («—1)2я 
ною осью углы 0, =", — Зо т, 60). Данное 


- этих 
значение № должно находиться в какой аа ть 
клеток; пусть №, есть ближайшая к этому 


У : это — одна 
Одно из значений 2, = У № нам известно т о 
из вершин исхолной сети в плоскости 2. Теперь пола 


для искомого значения корня: 
ее. 
2=У = Уж — №) = 


а и —, + 
Е 


Пиоскосе № 


` Правую часть развернем по биному 
Ньютона, который мы спокойно можем 
считать известным, ибо мы и : того 
ведь, в сущности, находимся в области 


анализа; 


Фиг. 60. 


жи. (2%... 
2=ъ (1 = - №0 ы 23 ( % ) 
ходимости этого ряда мы можем решить сразу, 


с 
Е я его как разложение аналитической функции 


рассматрива 

У» в ряд Тейлора и применяя ту ТЕООМУ, ТО Ад т 
ности, опис А 

ора сходится внутри окруж 

з проходящей через ближайшую особенную и Так 

у только 0 и со, 

бенными точками являются 

ый будет сходиться тогда и только 

и окружности, опи- 

з начало, чего мы 

случае надобности 


п 
как для У ® о 
то написанный выше ряд 
тогда, когда и будет лежать внутр 
санной около №, и проходящей чере 
всегда можем достигнуть, ясходя в 


} 
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из подобной же сети в плоскости г, но е более мелкими 
клетками. А чтобы наш ряд сходился хорошо, т. е. го- 
дился для численного определения, необходимо, сверх 


того, чтобы дробь "— * была достаточно мала, чего 


[1 
всегда можно достигнуть дальнейшим сужерием сети. 
Этот прием действительно оказывается весьма пригодным 
для фактического выполнения численного определения 
корней. 

Замечательно, что численное разрешение дальнейших 
нормальных уравнений правильных тел оказывается. в сущ- 
ности, нисколько не труднее; конечно, здесь я должен 
ограничиться указанием на это, как на факт. Если при- 
менить только что изложенный метод к нашим нормаль- 
ным уравнениям и исходить из отображения двух сосед- 
них треугольников на сфере 1, то вместо биномиального 
ряда появляются другие ряды, которые, однако, являются 
в анализе не менее известными и ‘пользоваться которыми 
достаточно легко; это — гипергеометрические ряды. Я сам 
в 1877 г. дал численное выражение рядов, о которых 
идет речь („\еНеге Ит4егзиспипреп йБег 41е Тпеопе 4ез 
1козае4егз“, „Мафет. Аппа!еп“, Ва. ХП, р. 515 Н.). 


6. Униформизиревание нормальных уравнений нпо- 
средством трансцендентных фумкций, 


Теперь я перейду к рассмотрению другого метода 
решения наших нормальных уравнений, который характе- 
ризуется систематическим привлечением трансцендентных 
функций. Вместо того чтобы в каждом отдельном случае 
обращаться к разложению в ряд в окрестности известного 
решения, при применении этого метода стараются пред- 
ставить раз навсегда все удовлетворяющие уравнению 
пары значений у, 2 как однозначные аналитические функ- 
ции одной вспомогательной переменной или, как говорят, 
униформизировать уравненне. Если прн этом 
удается применить такие функции, для которых легко 
можно составить таблицы значений нли уже существуют 
числовые таблицы, то можно найти численное решение 
уравнения без новой вычислительной работы. Я тем 
охотнее поговорю об этом применении трансцендентных 
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функций, что в некоторых случаях о т и Е 
у р там 
ом преподавании, причем Е 
в ыы мистический я а а 
е дер й 
чается в том, что все ещ . 
онных воззрений даже там, где р | 
о мищий комплексных переменных давно уже 
и ерь я подробнее разовью все а те 
ере 
а прежде всего на прим 
В ты. что уже в школе постоянно т 
с помощью логарифмов положительное ре. р ния 
1 НН 
2" =г при положительном петдестве , 
г ы 
= понимая под г полож 
авнение в виде 2 =е , 1 
ря главное значение этой функции; по аа 
рифмов находят сперва это значение, а затем в р 


Е, быкновенно 
порядке 2, как „питегиз“ =; впрочем, о 


ием 10. Этот прием можно 
зуются вместо е основан . 
ие на комплексные значения: чтобы удовлетворить 
уравнению и р 
полагают х равным общему значению комплексного ло- 
гарифма пт, так что оказывается: 
х 
я=е, =е" 
При этом ввиду ООН СО р р лы 
еще будем подробно гов 
ЕЯ него и о же у действительно получается как 
ты п значений г. Этот х называют униформизиру 


ющей переменной, Но наши таблицы содержат только | 


цественных чисел, так что 
ные логарифмы вещес 
мень ный прием ре и Е 
о , 
авнения невозможно. 
р оныя простыми свойствами логарифмов, тез 
час левие к употреблению всем доступных триг 
трических таблиц. В самом деле, положим: 


а т| р ) 
ИНЕТЕ я + ИУеы 


НОРУ ОСКАЕНЫНИ 


И ВИЧ 
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первый множитель как положительное вещественное число 
имеет вещественный логарифм, а второй множитель, как 
величина с модулем 1, имеет, как известно, чисто мни- 
мый логарифм Г.Ф, причем фФ получается из уравнений: 
= с05 9, т Ф. 
Инь К изу 


Таким образом находим: 


х= пишут и|+ 1, 


так что искомый корень уравнения равен: 


о ло Иитя| яв 
2=е =е .е = 


| 


2. Ра, [сз (=) + 25т (=). 


Ввиду того, что в величину ф входит слагаемым 
произвольное кратное 2л, наша формула доставляет все п 
значений корня. С помощью обыкновенных логарифми- 
ческих и тригонометрических таблиц можно определить 
сперва ф по его синусу и косинусу, а затем по последней 
формуле и 2. Мы получили здесь это тригонометри- 
ческое решение вполне естественным образом, исходя 
из логарифмов комплексных чисел; если же стоять на 
той точке зрения, что таких логарифмов не существует, 
и все же стараться получить ‘это тригонометрическое 
решение —в школе следуют такому именно пути, — то 
оно должно казаться чем-то совершенно странным и 
непонятным, 

Но в одном месте школьного преподавания является 
необходимым извлекать корни из невещественных чисел, 
а именно при так называемом решении уравнения третьей 
степени по способу Кардана; я хочу ‘сделать здесь по 
этому поводу несколько замечаний. 

Если кубическое уравнение дано в приведенном виде: 

е-х—4=0, (1) 
то, как известно, формула Кардана гласит, что три его 
корня х,, х„, х, содержатся в следующем выражении: 


И я а 7 
== = с | / ь р 
: и: + 4 НИ —] 4 +5 ©) 
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Так как каждый кубический корень имеет три значения, 
то само по себе это выражение имеет 9 вообще различ. 
ных значений; среди них х1, Х» Хз определяются тем 
условием, что произведение обоих входящих в них куби- 


ческих корней должно быть равно —%. Заменяя козфи- 


циенты уравнения р, 4 ‘их обычными выражениями в виде. 
симметрических функций от Хь, Х» Х и имея в виду, Что 
коэфициент при х* равен х, + х, + х, = 0, находим: 


г: И ы № ба № 0—2 
да‘э 103 Е 


т. е. выражение, стоящее под знаком квадратного корня, 
равно — если не считать постоянного отрицательного мпо- 
жителя — дискриминанту уравнения. Отсюда следует, что 
подкоренное количество имеет отрицательное значение, 
если уравнение имеет три вещественных корня; положи- 
тельным же подкоренное выражение будет в том случае, 
если один корень вещественный, а два другие мнимые 
сопряженные. Таким образом как раз в нанболее, пови- 
димому, простом случае, когда кубическое уравнение 
имеет только вещественные корни, формула Кардана 
требует извлечения квадратного корня из отрицательного 
числа, а затем кубического корня из комплексной велн- 
чины. ' 

Этот переход через комплексное количество должен 
был, конечно, представляться старым алгебраистам в эпоху, 
когда онн были еще так далеки от теории комплексных 
чисел — за 250 лет до того, как Гаусс показал их интерпре- 
тацию на числовой плоскости, —чем-то совершенно невоз- 
можным. Тогла говорили о неприводимом случае 
(сазиз итеФис Из) кубического уравнения и думали, что 
в этом именно случае формула Карлана не дает разум- 
ного, пригодного решения. Впоследствни, однако, нашяи, 
что как раз в этом случае кубическое уравнение оказы- 
вается в тесной связи с трисекцией угла, и таким обр зом 
получили „тригонометрическое решение“, целиком вы!.о т- 
няемое в области вещественных чисел в качестве заме- 
стителя отказывающейся служить формулы Карлана; но 
при этом полагали, что открыли нечто вовершенно новое, 
не стоящее ни в каком отношении к старой формуле. 
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И на этой-то то 
чке зрения до сих пор ещ 
ево 
и к сожалению, элементарное паи раа ры 
а противоположность этому, я хотел бы особенно 
а а. что это тригонометрическое 
ся не чем иным, как приме 
женного выше общего метода к ее К 
да к вычислению корн 
а ре ге получается самым ны 
, и сделать формулу Кардана при 
комплексн 
подрадикальном выражении в : ша 
кубическом корне столь 
а для численного вычисления, как я ат 
коле для вещественных выражений. В действитель-. 


’ности это полу ается в . 
ИД. Мы п [#1 : 
т т а таком в е ред олагаем, 


ИР 
а” 


Е что непременно должно быть р<0. Переписывая 
тем первый кубический корень выражения (2) в таком 


виде: 
ИН 28 
з з с] 
а В 
ат! | 4 2 


замечаем, что его модуль (как положительный кубический 

_ из модуля у/ — Р'/27 подкоренной величины) равен 
И —РЗ; но так как пронзведение его на второй ку- 

бический корень должно как раз равняться — ., то этот 

второй 

ыы рой корень должен, во всяком случае, иметь ком- 
ексное значение, сопряженное с первым корнем, а сумма 


РЕ радикалов — решение кубического уравнения — 
лжна равняться поэтому их удвоенной вещественной 


Х1. Ха, Хз = 2Ю (И: И-= }. 


г) ® обозначает „вещественная часть”. 
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Теперь применим Ч ием, описанный на 
в точности общий пр Г : 
странице 200 и сл. Пишем подкоренное количество ку 


бического корня, отделяя модуль: 


Иа | 
== а _ т АЕ, 
И. (яя! ПУ ) 


и определяем ф из уравнений: 


— @/А— 29127 |, 
ЕЯ __ 42 чпо= [ИУ 
ут [Ут 


ый 
кубичного корня находим, так как поели 
и третьей степени из | /—217| равен Е 


| И-РВ\. (сов $41515); 


принимая же во внимание, что в выражение ф входит 
слагаемым неопрелеленное кратное 2л, находим: 


— ря ] 
ха = | ИЕРВ|. вов- РЕ (к = 0,1,2) 


шения. 

как раз обычный вид о реского р а 

у "Позвольте а А а асе Здесь 
тельно выражен , р 
а пед" (неприводимый) О ини 
о, гом смысле сравнительно с ее, 
ореВя нем и с тем смыслом, в котором Е ыы: 
У ль - им в настоящих лекциях; здесь пере 
а что решение кубического уанен ЕЕ 
и к извлечению кубических ее а 
ыы чисел, — & это не имеет ничего еее 
Е значением этого слова. Вы РН 
эре области неудачное обозначение и те а 
в ексных чисел создали, во всяком ый ее 
ось длЯ множества недоразумений. я ня т 
ь и слова могли способствовать тому, о а 
Е й мере, в 
о крайне 
— а пер Я кратце А ме 
я униформизирование посредст 

ка 
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‘цендентных функций в случае других нормальных урав- 
нений. Начнем с уравнения диэдра: 


Ра, 


ры 
Здесь достаточно попросту положить 
№ = с05ф, 


н уравнение — как это видно сразу на основании формулы 
Муавра — будет тождественно удовлетворяться при 


2= 0$ ® +151, Е 
п п < 
Так как все значения Ф-- 27 и 2Ал —ф дают для \ одно 
и то же значение, то эта формула действительно при 
каждом в’ доставляет 2п корней 2, которые можно напи- 
сать в таком виде; 
2 = соз + 2Ал. 
п 


ЗЕ Рят (и 520,1; 2 зн, 


При уравнениях октаэдра, тетраэдра и икосаэдра 
ЭТИХ „элементарных“ трансцендентных функций оказы- 
вается недостаточно, но зато можно получить совершенно 
аналогичное решение с помощью эллиптических моду- 
лярных функций. Хотя этого и нельзя отнести к элемен- 
тарной математике, но я все же хочу указать, ‚по край- 
ней мере, формулы, относящиеся к икосаэдру 1). Эти 
формулы находятся в самой тесной связи с решением 
общего уравнения пятой степени посредством эллипти- 
ческих функций, о котором всегда упоминается в учеб- 
никах; о нем я тоже хочу сказать несколько поясни- 
тельных слов. Уравнение икосаэдра имело такой вид 
(стр. 189—190): 

№ = Фо (2) - 
5 $1? (2) 


Отождествим № с абсолютным инвариантом / из теории 
зилиптических функций и станем рассматривать `послед- 


1) См. ст. Клейна в „Мает. Аппа]еп", Ва. ЖТУ, 
1878/1879, также „Собр. мат. сочинений", т. 111, стр. 13, 1923, 
„Лекции 0б икосаздре“, стр. 131. 
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а также 
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1 (в обозна- 
ний как функцию отношения пернодов @ =. в 
з 


т 
чении Якоби, т. е. положим: 


где 8: и 4 означают известные играющие большую роль 
трансцендентные формы (—4)-го и (—12)-го измерения 
относительно @; И 02. Если введем еще обычно употре 
ляемое сокращенное обозначение Якоби 
9 = 6 = =е-—-Я < , 
икосаэдра представятся В виде 


то корни 2# уравнения т 
стного двух 8-функций: 


такого ча 
ге ееР 
ы $ (ло, 9°) ь 
Принимая во внимание бесконечную многозначность функ- 
мой из первого уравнения, можно 
ет при 


ствительно доставля 


ции ©(и), определяе 
ния икосаэдра. 


показать, что эта формула дей 
каждом и по 60 корней уравие 


7. Разрешиместь в радикалах. 


Олного вопроса в теории нормальных уравнений я еще 
не затрагивал. Представляют ли наши нормальные урав- 
нения вообще что-либо алгебраически существенно новое 
и нельзя ли их свести одно К другому и, в частности, 
к ряду двучленных уравнений? Другими словами: можно 

°ли решение 2 этих уравнений выразить посредством ко- 
нечного числа последовательных извлечений корня? 

Что касается, прежде всего, уравнений диэдра, тетра- 
браической теорин 


эдра и октаэдра, то с помощью алге 
легко убедиться в том, что их возможно свести к дву- 


членным уравнениям. Достаточно показать это на при- 
мере уравнения диэдра: 


г =2. 
# 


Если положить 
27 86 


, 
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то 
уравыение прннимает вид: 
$ — 25 +1 
а отс и. 
юда непосредственно следует: | 
и следовательно, ' а. 


я—- 


хе И — 
й Ги -т 


что и предс 
тавляет иск 
Между комое решение в р: 
тем дл в радика 
ние в а икосаэдра ет 
определяет некото евозможно, так что это ное реше- 
рую существенно новую ры 
гебранче- 


доказательст 
во этого 
опубликовал утверждени 
; Г: я, кот 
61 томе „МаВет. Аппа[ел" 2), оно недавно 
) основано 


ентов уравн 
ения, т. е 
д мы покажем мое оно 
ем льных 
Е а это допущение ных функция от ,— 
входящий в выражения ор ОЕ 
радикал 


уравнения: 
В (22...20). 


Но так ка } 
к все корни 
из какого-ниб уравнения икос 
аэ 
подстановок, ме м из них с ОО получаются 
жно вместо посдвянего пы 
‚ражения 


1) Стр. 369 
в1еспипе Чихсв а „Велуе!5 г а! 
иггезейсвеп*, С е М№еНаийбзЬагке 
‚СР. также „Собр. сочин: ей 4ег [нозасЧег 
. емий*, т. 11, стр. : у 
р. 385, 
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только 2. Представим себе это А (2) как функцию от и, 
которая получится, если вместо 2 подставить а 
функцию икосаэдра 2 (1). Ввиду того, что ‘каждый обход 
в плоскости №, который возвращает 2 к его начальному 
значению, необходимым образом приводит и функцию А (2) 
к ее первоначальному значению, то Ю может иметь раз- 
ветвления только в местах № ==0, 1, со, в которых раз- 
ветвляется и 2(%); вместе с тем число листов поверхно- 
сти Римана для К, которые циклически сходятся в каждом 
таком месте, должно быть делителем соответствующего 
числа для 2(), которое, как мы знаем, равно соответ- 
ственно 3, 2 и 5. Всякая рациональная функция К (2) 
одного из корней уравнения икосаэдра и, следовательно, 
всякий радикал, входящий в предполагаемое решение, 
может, в качестве функции от №, иметь разветвления, — 
если только она их вообще имеет, — лишь в точках #/ = 0, 
й =1, и = 00, а именно: в дачном случае в точке 0 дол- 
жно сходиться по 3 листа ее римановой поверхности, 
в точке 1 по 2 листа и в точке со по 5 листов, так как 
числа 2, 3, 5 не имеют других делителей, кроме 1. 
Теперь мы постараемся показать, что мы необходимо 
должны притти к прэтиворечию с этим результатом: 
с этой целью рассмотрим самый внутренний радикал, 
какой только входит в допущенное нами выражение для 
2 (№). Он должен, во всяком случае, представлять собой 
корень из рациональной функции Р(и), и мы можем 
считать его показатель простым числом р, так как всякий 
‘другой радикал можно составить из ряда корней с про- 
стыми показателями. Кроме того, Р (№) не может быть 
р-степенью рациональной функции $ (№) от т, ибо иначе 
наш радикал был бы вообще излишен, и мы могли бы 
отнести наши рассуждения к ближайшему действительно 


в однородном виде: 


== (№1, №) 
и и (тю) ' 


где 2, й обозначают формы одного и того же измерения 


Аа ыы о виньтьлиы 


поль й ршьмильык 


) 
й 
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п однородных переменных №, 1, (»- —_ Согласно 
# 


Ё 
основной тсореме алгебры можно функции #нй разбить 
на линейные множнтели, что дает: 


в. тз пе. 

Р( = тт 

(5) Че тет... 

где ввиду равенства измерений числителя и знаменателя 
ау. те... 

Ясно, что все показатели о, В,....а’,В",... не могут де- 

литься на р, ибо иначе Р представляло бы полную р-ю 

степень; с другой же стороны, агрегат всех показателей 

ав -+...— а’ — ®—... равен нулю, а потому делится 

на р; вследствие этого не может быть, чтобы только 

ОДНО из этих чисел не делилось на р, т. е. таких чисел 

(не делящихся на Р) должно быть, по крайней мере, два. 

Поэтому кории соответствующих линейных множителей 

должны, наверное, быть такими местами разветвления для 


ры 
ИР@»), в которых циклически сходится по р листов. Но 


это стоит в противоречии с установленным выше поло- 
жением, которое должно, конечно, иметь место и для 


ый 
ИР@»). В самом деле, мы там перебрали все возможные 


разветвления и среди них мы не нашли двух с равным 
числом сходящихся листов. Такнм образом наше допу- 
щение оказывается ложным, и уравненне икоса- 
эдра, во всяком случае, не разрешимо в ра- 
дикалах. 

Эго доказательство существенным образом основано 
на том, что характерные для икосаэдра числа 3, 2, 5 не 
нмеют общего делигеля. Когда же, наоборот, общий де- 
литель имеется, как напричер в случае чисел 3, 2, 4 для 
октаэдра, то возможны такие 
Ю ‹2()), которые в двух местах представляют однород- 
ные разветвления, например функция, у которой сходится 


тельно можно представить в виде корней из рациональ-- 
ной функции Р (№). Таким образом обнаруживается раз- 
решимость в радикалах уравнений октаэдра 


14 Ф. Клейн. Элементарная математика 
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и тетраэдра (с числами 3, 2, 3), а также диэдра 
(2, 2, п). 

Я хотел бы указать здесь вообще на то, как сильно 
отстала от успехов современной науки та терминология, 
которая царит в широких математических кругах. Слово 
„корень“ теперь употребляют почти всегда в двояком 
смысле: во-первых, для обозначения решения всякого алге- 
браического уравнения и, во-вторых, для обозначення ре- 
шения именно двучленного уравнения. Это словоупотреб- 
ленне ведет начало, конечно, с тех времен, когда занимались 
исключительно двучленными уравнениями. В настоящее 
время оно является, если и не прямо-таки вредным, т). во 
всяком случае, довольно неудобным. В гораздо большей 
степени дает повод к недоразумениям другое обозначение, 
сохранившееся из элементов алгебры, согласно которому 
алгебраическое уравнение, которое неразрешимо в ради- 
калах, т. е. которое не сводится к двучленным уравне- 
ниям, называют неразрешимым алгебраически. 
Это стоит в самом резком противоречии с современным 
значением слова „алгебраический“. В настоящее время ал- 
гебранчески разрешимым называют такое уравнение, кото- 
рое оказывается возможным свести к цели таких возможно 
простых уравнений, для которых зависимость решений 
от параметров, взаимная связь различных значений кор- 
ней и т. д. известны с такою же полнотой, как это имело 
место с давних пор для двучленного уравнения; но это 
отнюдь не должны быть непременно двучленные уравне- 
ния. В этом смысле мы можем отнести уравнение ико- 
саэдра к числу тех, которые вполне разрешаются алге- 
браически, ибо все наши рассуждения показали, что мы 
можем построить их теорию, удовлетворяя всем указан- 
ным требованиям. То обстоятельство, что оно неразре- 
шимо в радикалах, делает его, скорее, особенно инте- 
ресным, так как вследствие этого оно является подхо- 
дящим нормальным уравнением, к которому можно 
пытаться свести другие уравнения, тоже неразрешимые 
алгебраически в старинном смысле слова, чтобы вполне 
овладеть и нх решением. 

Это последнее замечание приводит нас к последнему 
параграфу настоящей главы. 
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. 8. 
Сведение общих уравнений к’нашим нормальным уравнениям 


о поить что самое общее уравнение 
ьей ис 
к водится к уравнению диэдра прн 


четвертой степени сво 
ааа дится к уравнению тетраэдра 
те степени сводится к уравненню икосаэ дра. 
рвы Пе ет самый последний триумф 
} м с самого начала истори : 
тики все снова и снова прихо ВЕ, 
илось играть важ 
Чтобы сделать ь . еее 
для вас понятнее смысл м общег 
утверждения, я проведу его ба 
несколько подробне 
простейшего случая — для ; ть 
уравнения третьей сте 
впрочем, без полного доказат ое 
ельства формул. П 
себе кубическое уравнение снова в приведенной форие 


3 Е ть 
+ рх—9=0. (°) 


Пусть х,,х,,х 
Х:,Х›,х, обозначают его решения; станем 

нем искать 
о рациональную функцию 2 этих решений, которая 
р перестановках этих трех величин испытывает как 


раз 6 линейных подстановок 
и = 
нимает значения: мн = 


й о Ех 


2, 8.2 (где 2=е ”). 


‚— 
р 2 Е 


Легко видеть, что функция 


(2) 


удовлетворяет р условиям. Принадлежащая диэдру 
нк 23 -|- й ве 
функция 234 „ЭТОЙ величины должна, таким образом, 


оставаться неизменной при всех перес 

тановках х,, так 

как она остается без изменений при 6 линейных подста- 

ры =; следовательно, ее можно, на основании извест- 
теоремы алгебры, представить в виде рациональной 


в о уравнения (1), а именно вычисале- 


Е 
24 -- ет 2. (3) 
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Если же, наоборот, известнд решение этого а 

диэдра и еслн 2 есть однн из его корней, то то 

выражению (2) с помощью известных соотношений: 
хх -Е Хз =0, хх, + ХХ - Хах, = р, ХХ № =9 


выразить рационально три значения х,,х», х, через 2. р, 4, 
а именно оказывается, чго 


. за+» 
А! = о . т гит 
р, М, (4) 
Ре ани, р 1 т 28 ‚ 
39, #2 =) 
* а и ь 1+2 ; 


Такнм образом, если разрешено уравнение диэдра о 
эти формулы дают непосредственно решение кубическо 
ения (1). 
а аналогично получается сведение ара 
общего уравнения четвертой и пятой степени. Уравнени 
оказываются, конечно, несколько длиннее, но в сущности 
не более трудными; новым является то, что параметр ы 
нормального уравнения, который прежде выражался раци 


з 
нально через коэфициенты уравнения (> == — 27 о , 


теперь содержит еще и квадратные корни. Вы можете 
найти очень подробное изложение этой теории для урав- 
нения пятой стенени и, соответственно, для икосаэдра 
во второй частн моих лекций об икосаэдре и притом 
в таком виде, что не только приводится вывод формул, 
но, кроме того, всегда указываюгся внутренние основания, 

иводящие к этим уравнениям. 
ы ве мне нь еще несколько слов о том 
положении, которое эти построения занимают по отно- 
шению к обыкновенно излагаемой теории уравнений 
третьей, четвертой и пятой степени. Прежде всего, обыч- 
ные решения уравнений третьей и четвертой степени 
можно, конечно, получить из наших формул с помощью 
соответствующих вычислений, пользу» сь решением в ра- 
дикалах уравнений диэдра, октаэдра и тетраэдра. 

Что же касается уравнений пятой степени, то, к со- 
жалению, в учебаиках обыкновенно ограначиваются 


покое ао 


т иидаьы е.дз. 


4 


} 
| 
а 
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ствует ему. В действительности, резюмируя все, к чему 
мы пришли, мы должны сказать так, — отделяя алгебра- 
нческую часть от аналитической: 

1. Хотя и невозможно свести уравнение пятой степени, 
данное в общем виде, к двучленным уравнениям, но зато 
удается —и в этом именно и заключается собственно 
задача алгебраического решения — с вести его к урав- 
нению икосаэдра как к простейшему нормальному 
уравнению. 

2. Уравнение икосаэдра, в свою очередь, можно раз- 
решить посредством эллиптических модуль-функ- 
ций; это является пригодным для численного вычисле- 
ния полным аналогом решения двучленных уравнений 
посредством логарифмов. 

то составляет полное решение проблемы уравнения 
пятой степени. В самом деле, когда что-либо не удается 
на обычном пути, то не должно сразу отказываться от 
дальнейших попыток и удовлетворяться констатирова- 
нием невозможности, но надо стараться подойти к воп- 
росу с такой стороны, чтобы можно было его разраба- 
тывать дальше. Математическая мысль, как таковая, ни- 
когда не имеет конца, и если вам кто-нибудь скажет, что 
в некотором пункте прекращается математическое пони- 
мание, то будьте уверены, что там как раз должна найти 
свое место наиболее ннтересная постановка вопроса. 

В заключение я хочу указать на то, что эти’ теории 
отнюдь не заканчиваются на уравнениях пятой степени; 
напротив того, можно и для уравнений шестой и выс- 
ших степеней развить вполне ‘аналогичные теорин, при- 
бегая к помощи правильных тел в пространстве многих 
измерений. Если вы желаете ближе ознакомиться с этимн 
теориями, то обратитесь к моей статье „О решений 
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общего уравнения пятой и шестой степени“ („ЦеБег Че 
НЫ ег аПветештег Слесвипя 5 ип@ 6 Ога4ез“. 
ош. {. тете ц. апвему. Маё., 129 (1905), рав. 151 И; 
„Ма. Апп“., 61, рав. 50 Н., 1905). 

Решение уравнений шестой степени, соответственно 
приведенным в тексте принципам сведения уравнений 
пятой степени к теории икосаэдра, было в связи с упо- 
мянутой моей работой 1905 г. успешно исследовано 
Горданом (Р. Сог4ап) в двух работах в 61-м (1905, стр. 50) 
и 68-м (1910, стр. 1) томах журнала „Ма етаНзсне Аппа- 
1еп“. Упрощенную и продолженную дальше разработку 
этой проблемы содержит ре А. Кобля (А. В. СоЫе) 
„Машфетайзсне Аппа!еп“, 70, стр. 337, 1911 1, 


') См, также Кет, С. зат. Майваи. Аман ниве ВЧ. И, ег. 509 55. 


заоожтельст... 


' 
| 


АНАЛИЗ. 


1. ЛОГАРИФМ И ПОКАЗАТЕЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ. 


Теперь, во второй половине семестра, мы займемся 
тем, что подвергнем отдельные, наиболее важные, с нашей 
точки зрения, главы анализа такому же обсуждению, 
какому раньше мы подвергли арифметику и алгебру. 
Речь пойдет, главным образом, об элементарных транс- 
цендентных функциях, которые, действительно, играют 
большую роль в школьном преподавании: это — показа- 
тельная функция (соответственно логарифм) и тригоно- 
метрические функции. 

Прежде всего я хочу напомнить известный всем вам 
ход изложения этого вопроса в школе и его продолже- 
ние, примыкающее к так называемой систематике алге- 
браического анализа. 


1. Систематика алгебраического анализа. 


Исходят от степени а = и затем последовательно 
переходят от целых положительных показателей с к це- 
лым отрицательным и, наконец, к дробным значениям с; 
этим самым понятие корня включается в обобщенное 
понятие о степени. Не входя в подробности свойств 
степеней, отмечу только правило умножения: 


Гете, 


которое сводит перемножение двух чисел к сложению 
их показателей. Возможность такого сведения, которое, 
как известно, лежит в основании вычислений с помощью 
логарифмов, формально обусловливается тем, что основ- 
ные законы умножения н сложения во многом совпадают, 
п именно, оба действня коммутативны и ассоциативны 
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Обращение действия возведения в стемень приводит 
к логарифыу: с называют логарнфиом & пра осно: 


вании 8; 
ый : =, &. 

7 $ затруднений существенвого 
Но уже здесь появляется ряд затру: не уетие а, 


характера, мимо которых в больш луча 
ДЯТ молча, ве разъасния их как следует, ин которые мы 
именно поэтому постараемся вполне себе выясинть, При 
этом окальвается удобнее ввести вчесто @ нс, взанмиую 
зависнность которых мы намерены изучать обычные 
обозначения переменных х ). так что ваши основные 
равенства принимают такой в: 


=, р= 1х, 


Начнем с того, что основание $ осегда преллолагается 
положительным; при отрицательном 5 леременнея х 
иринимала бы для целых значений уто положительные, то 
сурицательные значения, а пре рациовальных у оба при. 
нимада бы миожество раз даже мнимые зноч. ния, в с0- 
вокупность этих пар значений х, у не могла бы образо. 
вать О орет Кривой, Нон при 5^>0 невозможно 
обойтись без соглашений, которые, на первый вэглял. 
важутся продевольяными, В самом деле, при рациоваль- 


ному = = (глет, п взанюно простые числа), как иззестно, 


ео я 

ЭЫачениие х == #$:= УИ’ определено: поэтот корень имеет и 
значений, м, асли лаки. отрачичиться земестовиными 
эислами, то все же ири четном пом нмеет ава Значения, 
| соглашанне м состоит в том, что мы под х всегда 
будем разуметь положительное значение корыя 
наи так называемое главное зваченние. Зыазение 
этого условия мы мослелуем с помошью общеизаествого 
изображения лотарефмнческой кривой ух, воторым 
я хочу воснользоваться ужё улесь ради боаыней зсноа- 
ст дит. 61, 

Всли у пробегает всюду плотное множество рацио 
нальных чисел, то положительным тлавеыю знаниям 
ЯбЩНССЯ == В" отьбчает на вадзей кривой всюду плоть 
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в0е мвожество точек. Если бы мы стали отмечать ира 
четном знаменателе й показателя у} каждый разн 


Мм увилим, что вполне фиг, 61. 
о 
Явы с помошью более глубоких ерелетв теобни функ 
ний, какнии зе может распологать шила. р бе 
этого в школе отьазываются от более глубокого пони 
мания ояозюеним сетшей и большей частью довольствуются 
тем, ковечию, весьма убелитезьным лая уъезика, автори 
четным утрержаенисм, что ломиино брать $20 в подо- 
мон к значення рнеф И ЧТО ВО ное 
неправильно, Ма этом основано то утаержленне, что лога» 
рафы есть оярознанная Футиния, определенная только 
АЛЯ ПОлоокнтельних значений аргумевта. 
_ МКогла теория зотарифыя доведена до этого пункта, 
учении получает в рукн таблицы логарифмов м должен 
иЗучиться Пользоваться ми для практических вычисле- 
ина, При этом возможны, конечно, и такне школы, -—@ мой 
школьные годы это быль общим лаленнем, — в которых 
не особенно распространяются о том, как еныо вы» 
слевм такце таблицы, Само собой разумеется, что мы 
Ворниы семья резины образом осудить такой грубый 

лтаризы, игоорирующий унй высшие приициты обучения, 
№2 телерь большей частью уже говорят о вычисления 
логаруфиюв и во мосих шиолах вводят © ётой целые 
также учение о натуральных логарифиах но 
разложении их в рады, 
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Что касается первого вопроса, то, как известно, осно- 
ванием натуральной системы логарифмов служит 


е= вт ( 1+4 г)" = 27182818 а 


п=о 


Это определение е и его употребление в качестве осно-` 
вания системы логарифмов большей частью помещают 
непосредственно в самом начале, в особенности — в по- 
дражание французам — в больших учебниках анализа, при- 
чем. конечно, отсутствует собственно наиболее ценный ` 
элемент, способствующий пониманию: объяснение того, 
почему принимают за основание как раз этот замечатель- 
ный предел и почему получаемые при этом логарифмы 
называют натуральными. Точно так же и разложение 
в ряд появляется часто совершенно неожиданно; пола- 


гают попросту формально: 
12 (1-х) =& + ах-ах--..., 


вычисляют коэфициенты 4, 4.,... на основании извест- 
ных свойств логарифма и доказывают, сверх того, еще 
сходимость ряда при х|<1. Но при этом опять-таки 
оставляют в стороне вопрос о том, как вообще приходят 
хотя бы к тому, что подозревают возможность разложе- 
ния в ряд функций и притом еще столь произвольно 
составленной, какой является логарифм по школьному 


определению. 


2. Историческое развитие учения о логарифме 

Если мы хотим найти все те внутренние соотношения, 
о которых шла речь, и узнать глубже лежащие основа- 
ния того, почему такие, повидимому, произвольные до: 
пущення все же приводят к разумным результатам, — 
короче говоря, если мы хотим действительно достичь 
полного понимания теории логарифма, то будет лучше 
всего проследить в общих чертах ход исторического 
развития этой теории. Вы увидите, что он нисколько ине 
соответствовал изложенной выше школьной практике. но 
что последняя стоит к нему как бы в положении проек- 
ции, построенной из очень неблагоприятной точки, 


ока дивные зева зи. раза аа ишишианаы 
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Прежде всего приходится назвать одного нем 
тематика ХУ! в.—шваба Михаэля Ва Миевае ЗН 
который выпустил в Нюрнберге свою „АШптеНса пиерта“ 
в 1544 г. т. е. в самом начале развития современной 
р. за один год перед тем, как появилось, тоже 
ы юрнберге, уже упомянутое выше сочинение Кардана 

а книга, как и большинство книг, упомянутых ниже. 
имеется в нашей весьма богатой университетской библио- 


таблицу логарифмов, какая только существует, но, ко- 
ее весьма рудиментарную: она содержит всего лишь 
целые числа от —3 до 6 в качестве показателей и рядом 


с ними соответствующие степени числа 2: № ‚..., 64. По- 
В . 


мимо Штифель имел представление о значении даль- 
- его развития этих ндей, так как он замечает, что 
о Этих замечательных числовых соотношениях можно 
ыло бы написать целую книгу. 

Для того чтобы иметь возможность сделать логарифмы 


времени изобретения последних — по 
х— после 1600 г. ста 
а построение настоящих логарифмнческих т. 
ож а таблицы принадлежат шотландцу Джону 
ру (Ловп Марег или Мерег), жившему от 1550 г. до 


те ая м появились в 1614г 
главием: „Мийс! |оваги!Н в 
Ре ь вагитогип сапоп!з 
ние чудесного кан 
- ие она логарифмов“). 
ни, вызванном этими за 
> мечательными 
аблицами, вы можете судить по тем забавным стихам, 


се асы отменные качества логарифмов. 

я ый способ Непера для вычисления логариф- 

о ао лишь посде его смерти под наз: 

ры с ТобагИтогит сапа: сопзтисно“ (ГисЧииЕ 
=>, перепечатано в Париже в 18.5 Ге). ы 
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В сущности натуральные логарифмы появились а 
до Непера по поводу одного весьма важного а 
в картографии: открытие О а оеаркаый я 

о оло г. 
гардом Меркатором (. и 
: ием логирифмов 1). 
вым графическим открыт т г С 
-й части П тома этих ле 
ет сослаться на Ш главу , 
ел где выяснена связь меркаторской проекции с ло 
ифмической функцией. Если хотят, не зная пр , 
ее меркаторскую проекцию при помощи ый 
щего предельного перехода, то неявно появляется = 
ральный) логарифм с ео такой же точки зрения, 
Непера из логарифмов Бюрги. 
а же атс работы Непера и Бюрги, то а 
указаны только их аш Е Е м 
таблиц они , 
полного вычисления своих . 
овательных сте 
конечно наряду с ЕЛЕЕМ послед т ( г 
Ч —- 
пеней числа (1 о. и, соответственно, 1 
на основании аа ея АИТ 
го 

нонными методами. Кроме того, 
ао перехода к натуральным НЫ ай ВВ 
ственном смысле, т.е. — выражаясь современным я 

перехода к диференциальному уравнению 
Г 
— = 
х х 


он рассматривает движение, скорость которого 
м. о або И ее ие 
ием он даж 
Е нЕ ты Подробное изложение вы рр 
у Коппе: „ОАе Венап@ипя 4ег Говагтеп ипа 4ег о 
ш  Отелсв“ (Рговт. 4. ааа, ыы 
1893), а также в одной работе того же УЕ 
оейсМе 4. Ве| ег та{петазспеп Сезезсвай, Ва. у т а 
Независимо от Непера швейцарец Бюрги а и 
1552 — 1632) а В ь И ее 
ьв1 г. В „ 

а ды нас, гёттингенцев, Бюрги представляет 
особый интерес, как земляк, так как он долгое время 


*) По письмсиному сообщению Колпе. (М. Корре, Вейт). 
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Представляется весьма поучительным присмотреться 
ближе к ходу идей у Непера и Борги. Оба исходят из 
значений Хх = $7 для целых У и хотят устроить так, чтобы 
числа х лежали по возможности гуще, чтобы подойти, 
таким образом, возможно ближе к конечной цели — найти 
для каждого числа его логарифи. Теперь в школе дости- 
гают этого с помощью перехода к дробному показателю у, 


взять за основание $ число, очень близкое к единице, 
нбо при этом действительно даже последовательные 
целые степени $ лежат очень близко друг к другу. Бюрги 
принимает 

‘6 = 1,0001, 


между тем как Непер пользуется числом, меньшим еди- 


ницы: 
В =1 — 0,0000001 = 0,9999999, 


подходя, таким сорзоь, еще ближе к единице. Причина 
этого отклонения 
чается в том, что он наперед имел в внду применение 


исследователей является общим тот главный фикт, что 
они пользуются только целымл степенями этого числа 6 


1) Ближайший к Гёттингену большой город (в 50 км). Ганновер — 
центр провинции, к которой прицаддежит Гёзтинген. 
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и благодаря этому совершенно избавляются от. много- 
значиости, которая стесняла нас выше. Вычислим по 
снстеме Бюрги степени для двух соседних показателей 


уиу-+1: 


Хх = (1,0001), х зе Ах = (1,0001)7*1. 


Вычитание дает: 


4х == (1,0001)" (1,0001 —1) -=х. тг. 


или, если вместо разностей показателей 1 писать 
вообще ду 
ЗУ — 10% (1а) 
Ах х 
Получается, таким образом, уравнение в конечных разно- 
стях для логарифмов Бюрги, которое сам Бюрги непо- 
средственно применяет при вычислении своих таблиц; 
определив, какое значение х соответствует некоторому у, 
Бюрги находит следующее значение, соответствующее 


(у - 1), посредством прибавления = Точно так же ока- 


зывается, что логарифмы Непера удовлетворяют разно- 
стному уравнению: 


Ни (15) 

Ах х 
Чтобы убедиться в близком родстве обеих систем, стоит 
У у 


только рассмотреть вместо у то числа =, то числа— т; 


другими словами, переставить десятичную запятую в 
логарнфмах; обозначая опять новые числа просто через у, 
получаем каждый раз числовой ряд удовлетворяющий 
одному и тому же разностному уравненю: 

Е! 

=. (2) 

ИХ х 
в котором у изменяется скачками, в одном случае в 0,0001, 
а в другом случае в— 0,0000001. 

Если мы позволим себе ради удобства воспользоваться 
изображением непрерывной показательной кривой, — 
собственно говоря, к этой кривой мы должны были бы 
притти в результате наших рассуждений, —то мы сможем 
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ей В и наглядное описание располо- 
›у) соответствующих числов 
: о. я 
Е ны это —вершины лестницы с а 
и ступени 4у= 0,0001 и соответственно 
- С т ‚ ВОИСанной в показательную кривую: 
= (1,0001)19 9197 и соответственно Х = (0,9999999)10 во соси (3) 
и изображено иа фиг. 62 е 
ругое геометрическое толкование, ке 
ние, которое . 
по ает знания показательной кривой и м т ме 
учше покажет нам естественный путь к ее построению 
, 


Фиг. 62, 


Пучаетс если заменить разностное уранне- 
следующим суммованием (как бы „проин 
тегрировать“ его): Е 
Хх 
у— \14 
=: 4) 
суммирование здесь надо понимать в том смысле что & 
изменяется от | до д скачками такой величины, что соот. 
ветствующее 4у=-^ постоянно равно 10 или соот 
Е - 


$ 


ветственно, — 107, что дает ЛД = : 
. -— ИЛИ 
$ — то; ИЛИ соответственно 
ДЕ == — о" Этот процесс нетрудно описать геометрически: 


надо начертить 
ии —. р в плоскости &7 гиперболу 
: метить на оси & начиная от точки 


2, 
$ =1, все те точкн, которые получаются, если 
последовательно прибав = 
ЛЯТЬ ПО 2444 = -®. 
5 тоЛля ло- 


гарифмов Бюрги). Над каждым таким отрезком 
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( у се. ОСТ р >- 
оим прямс 
между двумя соседними точками) п р 
у Й ч. дной из вершин которого слу 
ГОЛЬНИК СВЫСОТО › 0, 


; все такне прямо- 
жит точка гиперболы, имеющая а5сциссу 5; 


43=—= —- 
угольники имеют одну и ту же площадь 25=-:— та 


оказы- 
иг. 63). В таком случае а и 
м чтологарифм Бюрги равен к: Ее 
ев х этих вписанных в ры 
Роликов, лежащих между 1 них. То 
ео и для логарифмов Непера. СВ 
Последнее истолкование пр нь 
посредственно к оо сми 
ли вместо суммы прямоуголь а 
ее 
ыы э.= 
и а НЕтОЕ ВО ВрЕаатсЬ, как известно, сле- 
ва 


дующей формулой: р 
нк а 
[а 

1 


е был и действительный ИООИЧЕСИИЯ ПУТЬ 

р но решительный шаг был сделан о а 

х ра ьнадит ическая геометрия составляла нь ыы 

стон математиков и тЫ а 

м Рен ын т ии еы в опредедьние натурального 

принимае г 

ло! а ин должны, конечно, прежде ее Е т 

ондействительно обладае ЕЕ 

м СВеОм что умножение о 

с сложеннем а с 
жаясь современным языком, мы о и 

определяемая площадью гиперболы фун: 


"РЕ 
1(®) = Ге 


я: 
подчинияется простой теореме сложени 


(ха) + 1%) == [и х,). 
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В самом деле, при вариации: переменных Х1, Хз обе части 
получают по самому определению интеграла приращения 


4. 
= =. и, соответственно, че, которые, таким обра- 
а 


оказывается равной нулю, так как при Х; =1 имеем: 
(+ 1.) = 1), ибо Ко =0. ° 

Чтобы найти „основание“ полученных таким образом 
логарифмов, обратим наше внимание на то обстоятель- 
ство, ч о переход от ряда прямоугольников к площади, 
ограниченной гиперболой, можно получигь, если подни’ 


гаться по оси абсцисс каждый раз на ($ = + вместо 4: == г 


я давать п неограниченно возрастающие значения. Но это 
означает, чо мы заменяем последовательносгь значений 


Бюрги х = (1,090 110 сову последовательностью х == (1 + Я 


где п пробегает р>д всех целых чисел. Согласно общему 
определению степени это можно выразить так: х есть у-я 
1 ъ 
степень числа (. +») › а это делает весьма вероятным, 
что по выполнении предельного перехода 
зв О 

Ит (1 + — станет основанием; это действительно как раз 
п=е 

тот предел, который обыкновенно помещают в самом 
Ничале как определение числа е. Любопытно, что основа- 
нне Бюрги (1,0001)19 9% — 2.718146 совпадает с едо третье- 
го десятичного знака. 

Посьотрим теперь, как развивалась исторн- 
чески теория яогарифма после Непера и 
Б.рги. Здесь прежде всего я должен Указать следующее: 

1. Упомянутый уже выше Меркатор один из первых 
стал пользоваться определением натурально! о ло- 
гарифма посредством площади гиперболы; 
в своей книге „Говавто!есвписа“, а также в некоторых 
статьях, помещенных в „РЫПозорЫ са! ТгапзасНоп$“ Лон. 
донской академин за 1667 и 1668 гг. он показывает, ис- 
15 Ф. Клебм. Элементарная математика 
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ходя, собственно говоря, из тех же соображаний, кото- 
рые я только что изложил на современном языке, что 
с 


1(х) = (‘отличается от обыкновенного лога- 


1 

рифма с основанием 10 — этим основанием уже то- 
гда пользовались при вычислениях —лишь постоян- 
ным множителем, т.к называемым модулем си- 
стемы логарифмов. Кроме того, он же ввел назва- 
ние „натуральный логарифм" или также „ги- 
перболический логарифм"!). Но самой круп- 
ной заслугой Меркатора является ТО, ЧТО он на- 
шел степенной ряд для логарифма, который он 
получает —по существу, —выполняя в его и нте- 
гральном изображении деление и интегрируя 
затем по частям. Я уже отмегил э10 выше (стр. 126), 
как шаг, проложивший в математике новый пуль. 

2. Там же я сообщил, что Ньютон воспользовался 
этими идеями Мерка'ора и обогатил их двумя новыми 
весьма ценными открыгиями: обобщенной теоре- 
мой бинома и методом обращения рядов. Эти 
открытия находятся уже в одной юношеской работе 
Ньютона: „Ое апа!уз1 рег аедиаНопез питего {ептпогит 
шЯпНаз“ 2), которая была напечата много позднее, но 
уже с 1669 г. была распространена в рукописи. В этой 
р:боте 3) Ныютон выводит впервые из ряда Меркатора 
для у=1!пх посредством его обращения ряд для пока- 
зательной функции: 

х=1+ 22 = и + У п 
пела 


Таким образом число, натуральный логарифм которого 
равен единице, получается отсюда в таком виде: 
Е, 
=1+—+-=+-+.-. 
а Я НЕ я а з, Е 
и с помощью функционального уравнения для логарифма 
нетрудно вполне строго притти к выводу, что для каж- 


р) ме ме О Е 761. 

) 1. Мемтоп, мзсш а, Том. 1 ([аизаппае 17. БЕ 

появилась в 1711 г. . ( ана 
*) Таы жа. стр. 20. 


петь аси 


| 
1 
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ее }, в смысле обыкновенного опре 
ее ыы х равен одному из значений с’ а ть 
му, как мы еше увидим : 
ис ь ниже. Так . 
о ия у = х действительно ране О 
ыы о обычному определению, следовало бы ваз- 
„логарифмом х при основании е“, причем е здесь 


определено посредством ряда, а не как Иш (1+ 1)” 
т 


3. Более удобный способ пол 
учения показа 
а ен дать Брук Тейлор (Вгоок Тау 
И и „Методе приращения“ 1) общий прин- 
а а в ряд, названный его именем; об этом 
В придется много говорить в последующем, 
ыы : ло только из соотношения, содержащегося 
ределении логарифма с помощью интеграла: а 
ашх 1 | 
Е 
ах ’ 
вывести для обратной функции равенство: 
4еу 
в” 
после этого он имел возможность сраз 
а показательной функции как ий В реа : 
щ я (т. е. так называемого ряда Тейлора) Е 
а ыы выше (стр. 128), что за этой продук- 
И последовала эпоха критики, которую 
мы ее чуть ли не периодом морального угнете- 
ни Ве этого периода математики стремились 
вновь ее И а 
оказаться неверным. Мы должны ВеВь ке ее 
смотреться к тому, как относились вы ве 
функции и к логарифму главные предснаиеи о 
а. = и Лагранж. ее 
ачнем с „Введения в анализ бе . 
а 
Эйлера *). Позвольте мне, прежде Боето ме р 


3 т опа 1715 

„1або4ц: 1 аваНзш 1аЙайсгот® Г ацзаипае 1748 

ый, также т. У! (1923) немецкого ео 
Е ЖЕ м дно (Р. Ко ю), А Крацером (А. Кгагег) й 

тии настоящее время подготовляется и русское 
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обычайный, поразительный анализ Эйлера, проявляемый 
им во всех его рассуждениях, хотя я должен заметить, 
что у Эйлера нет и следа той строгости, какая теперь 
обыкновенно требуется, 

Эйлер начинает свои рассуждения с теоремы о би- 
- 1 1—1) 1—9 а—2) 

ыы ЕЕ: Пе ув 

пы МоЙ 
для целого показателя [; при нецелом показателе Эйлер 
вообще не рассматривает бинома во „Введении“. Это 
разложение Эйлер применяет к выражению: 


ву 
( 1+1)”, 
п, 
гдепи у суть целые числа; заставляя п — при сохранении 
этого условия — возрастать до бесконечности и выполняя 


справа этот же процесс в каждом члене ряда отдельно 
Эйдер получает показательный ряд: 


НЕ У 
её ат 


п (1 +). Могут ли быть строго 


оправданы, в современном значении слова, отдельные 
шаги этого приема,— например, действительно ли сумма 
пределов членов ряда равна пределу суммы ряда, — обо 
всем этом Эйлер нисколько не заботится. Идея этого 
вывода ряда для показательной функции является, как 
вам известно, образцом для весьма многих курсов анализа, 
причем, во всяком случае, чем дальше, тем больше раз- 
рабатываются отдельные шаги сами по себе и особенное 
значение придается доказательству их правильности. О 
том, какое определяющее значение имела книга Эйлера 
для всего дальнейшего развития этих вещей, вы можете 
судить уже по одному тому, что от Эйлера ведет на- 
чало употребление буквы е для обозначения этого заме- 
чательного числа: „Ропаттз ашет БгеуЦаНз отаНа рго пц- 
тего Нос 2,71828... сопзйаег ПЦегаш е...“ 1) читаем мы 
ва стр. 90. 


Е 1) Меты ая краткости для этого числа 2,71828... постоянное 
обозначение — букву #“. 


где е определено как Ит 
п 
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Быть может, б 
‚ будет кстати здесь же упом 
януть 
Е та р ствеявО вслед за в ен 
р вывод ряда для синуса и косин 
са. 
этом он исходит из разложения в ряд зп Ф нь 


т ©. 
Ь и заставляет п возрастать до со. Если построить 


это разложение на основании „формулы Муавра““: 
608 ф--Е зп = ( 3-1 *)- ®) 9)" 
ф == (60: и Г, (сз); (Ее?) 
то нетрудно понять, что применяемый Эйлером процесс 
представляет собой предельный переход для бинома 
С другой стороны, в этом же месте 1). Эйлер впервые 
употребляет букву л для обозначения того числа, для 
которого она с тех пор всегда употребляется. : 
Обратимся теперь к замечательному сочинению Ла- 
гранжа —к „Теории аналитических функций“ *). Ив 
этом случае приходится прежде всего отметить, что во- 
просами о сходимости Лагранж, если и занимается, то 
совершенно случайно и мимоходом. Мы уже знаем ‘что 
Лагранж рассматривает лишь такие функции которые 
даны в виде степенных рядов, и определяет их '‘производ- 
о Е посредством степенных рядов, 
пределенны 
ны ем м правилам из данного ряда. 


ПЕ +-- 


представляет для него только лишь Я маль- 
ной перегруппировки членов ряда и ие 
женного первоначально по степеням (х -{ 1). Если он же- 
лает применить этот ряд к какой-нибудь определенной 
функции, то, конечно, он должен сперва, строго говоря, 
Е В ыы функция принадлежит к числу „ана- 
| ‚ Т, е. что она 

ине: 16 вообще может быть разложена 


ет 
ы 1е 4е5 Гюпсцопз апа!уНиев", Рагв 1797, Перепечатано в 

ь : , из- 
нее ата, Оенцугез, 1Х (Рай$ 1881); ср. в особенности Спар. Ц. 
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Лаграиж вачимает с рассмотрения функции ие 
при рациональном п и определят (<) как ща ж 
при /* в разложении (х-- )", представляя себе, что д 
ствительно вычислены первые два члена этого разложе- 
ния; по тому же самому закону он сразу плат ы 
(х), |” (х),-.. и биномнальное разложение (х +й) ыы 
как частный случай тейлорова ряда для Кх +). При 
этом я особенно подчеркиваю, что Лагранж не разбн- 
рает отдельно случая иррациональных показателей п, но 
считает очевидным, что этот случай исчерпан, если при- 
няты во внимание все рациональные значения п; пред- 
ставляется интересным отметить это ввиду того, что 
в настоящее время придают очень большое значение 
точной разработке подобных переходов. 

Эти результаты Лагранж применяет к вполне анало- 
гичному изучению функции 1) = (1 ь); 2 именно, пре- 
образуя биномиальный ряд для (1 5)°=", он находит 
[(х), как коэфициент при |, затем определяет по тому 
же закону {“Х). "о... и, наконец, пишет ряд Тейлора 
для |(х+П)=(1 +0)“; полагая х-=0, он получает ис- 
комый ряд для показательной функции. 

Этот исторический обзор, в мотором я, разумеется, 
мог назвать имена только первоклассных математиков, я 
хотел бы закончить тем, что вкратце отмечу те сущест- 
венно новые течения, которые выступили в ХИХ в. Здесь я 
должен, прежде всего, указать на следующее: 

1. В выработке точных понятий о сходимости беско- 
вечных рядов и другнх бесконечных процессов первое 
место занимает Гаусс с его статьей 1812 г. о ги..ер- 
геометрических рядах 1); затем следует работа Абеля 
1894 г. с биномнальном ряде ?), между тем как Коши 
в двадцатых годах впервые публикует в своем „Курсе 
анализа“ 3) исследования общего характера о сходимо- 


1) бацз =. 15а юпез репега!ез сиса зепет занаиат 
+ не х+.. СошиелЕ, $оЧет. гер. Фо пя. сесеп. Мо. И, 1813 


\/егк . 1. рая. 125 
=. В па Мащеш., Ва. Г, рар. 311 — 339, Таже 
- | 1азкег“ № 71. 
ое я ен у, Сошгз 4апатузе, Р. 1: Апа1узе а[реБаче, Рап5 1821 иль 
„Оецутез“, Бег. П, Теа Ш ав 1897). Немелкий перавод. сделанный 
Ициисоноы {Итизовт), зыпушеы ® 1885 г. 


|] 


Я 
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сти рядов. Результат всех этих работ по отношению к 
рассматриваемым здесь рядам состоит в том, что все 
прежние разложения — поскольку они относились к обла- 
сти сходимости — были правильны, п ичем точные дока- 
зательства оказываются, конечно, очень сложными. От- 
носительно подробностей этих доказательств в их совре- 
менном виде я снова огсылаю интересующихся к „Алге- 
бпаическому анализу“ Буркгардта или к книге Вебера- 
`Вельштейна. 

2. Здесь же я должен упомянуть о точном обоснова- 
ний анализа бесконечно малых в рабогах Коши, хотя 
подробно говорить об этом нам прилется позже. Это 
обоснование сообщило тому изяожению теорин логариф- 
мов, какое выработалось в ХУ\УП в., полную математиче- 
скую точность. 

3. Наконец, я должен упомянуть о той теории, кото- 
рая одна только могла прив.сти к полному пониманию 
логарифма и показательной функцни,— о теории функций 
комплексного переменного, кратко называемой ‘теперь 
„теорией функций“. Первым, кто ясно представлял себе 
основные черты этой теории, был опять-таки Гаусс, хотя 
он опубликовая об этом о'ень мало или даже почти 
ничего. Для нас интересно прежле всего письмо Гаусса 
к Бесселю от 18 декабря 1811 г., которое было опубли- 
ковано, конечно, дишь много позлн е (\е!Ке, Ва. Ш, рар. 90). 
В этом письме с поразительной ясностью определено 

х 


значение И. комплексной плоскости и объ- 


яснено, почему он представляет бесконечно многозначиую 
функгию. Впрочем, слава самостоятельного создания и 
первого опубликования теории комплексных функций и 
в этом отношёнии принадлежит Коши. 

Результат этих исследований начала ХХ в. в прило- 
жении к нашему специальному вопросу можно выразить 
приблизительно так: определение натурального 
логарифма на основании квадратуры гипер- 
болы обладает такою же строгостью, как и 
всякоё другое определение, и даже более 
того: оно, как мы видели, превосходит дру- 
гие определения простотой и наглядностью. 
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3. Некоторые замечания о школьнем преподавании, 


Несомненно, — хотя и удивительно, — что это ре 
ное развигие идей, по существу, прошло р но 
бесследно для характера школьного преподавани о 

| что я ‘уже ‘неоднократно указывал. Там — в и 
сей день обходятся с помощью алгебраического НР 
несмотря на все трулности и несовершенство послед ее 
избегая всякого применения исчисления бесконечно мал е 
хотя страх ХУШ в. перед последними давно уже м 
всякий смысл. Причину указанного явления и 
искать в том обстоятельстве, что с самого начала г 
преподавание математики в школе и идущее вперед . 
учное исследование потеряли всякое нее 
между собой; и этот факт представляется тем боже м. 
вительным, что как раз в первые десятилетия этого ке 
столетия начинается впервые вообще с под. 
готовка кандидатов в преподаватели магематики. я ука- 
зывал уже во „Введении“ на этот разрыв, и ея 
гое время имел здесь место и препятствовал какой-лн о 
|реформе школьной традиции. Средняя школа те 
очень мало заботилась о том, как высшая школа т 
строить свое здание на основах, даваемых ей срелне 
школой, и часто довольствовалась такими Е лЕлеНаН 
которые, быть может, и были достаточны для ее Не 
но оказывались несостоятельными перед лицом С лее 
серьезных требований. С другой же стороны, и в сшая 
‚школа часто совершенно не дает себе труда точно при- 
мыкать к тому, что дано в средней школе; вместо этого 
‚она строит свою собственную систему, лишь изредка 
сокращая свой труд не всегда даже подходящам указа- 
нием: „это вы уже имели в школе“. 

В противоположность этому, интересно заметить, что 
те прзподаватели высшей школы, которым приходится 
читать лекции для более широких кругов — для естест- 
венников и для техников,—сами собой пришли в своей 
практике к сноссбу введения логарифмов, совершенно 
подобному тому, который я здесь рекомендую. В этом 
отношенни я особенно рекомендую вашему вниманию 
„Учебник математики для студентов, естественпиков и для 


оаывыьты 


ео Ромы овом 


р 
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техников“ Шефферса 1). Там вы найдете на стр. 232 — 350 
очень подробную теорию логарифма и показательной функ- 
ции, которая вполне совпадает с нашим построением ик ко- 
торой примыкает (стр. 351—407) подобная же теория 
тригонометрических функций. Я настойчиво рекомендую 
вам познакомиться с этой книгой; она‘написана мастер- 
ки и легко читается, так что вполне доступна и для 
менее способных. Весьма поучительно обратить внимание 
на тот педагогический такт, который обнаруживает Шеф- 
ферс; посмотрите, скажем, — чтобы ‚.о'раничиться одним 
примером, —как часто и настойчиво он указывает, что 
во всей теории логарифма лишь очень мало новых фор- 
мул необходимо запомнить, между тем как все дру! ие, 
если вы их хоть один раз поняли, каждый раз можно 
отыскать в кинге; этим он постоянно поддерживает в 
читателе терпение даже среди громадного, повидимому, 
обилия нового материала. В одном только Шефферс от- 
клоняется от моей тенденции: он, хотя и принимает 
школьное изложение как наперед данное, но строит 
свои рассуждения, не заботясь о том, что дала школа, 
полагая, что большинство из этого материала уже за- 
быто. Но он очень далек от того, чтобы делать предло- 
жения по вопросу о реформе самого школьного препо- 
давания, как это делаю я. 

Годобные же варигции обычного способа изложения 
предлагают и другие авторы. Так, Жюль Таннери в своих 
„Элементах математики“ определяег с самого начала ло- 
гарифм посредством площади гиперболы; точно так же 
поступал еще в 1903 г. Вга@зВам, как там же цитирует 
Таннери. Действительно, такой способ изложения пред- 
ставляет точное и последовательное проведение точки 
зрения „высшей“ математики. 

Включение в преподавание определения Непера-Бюрги 
при постоянной иллюстрации на конкретных примерах 
рекомендует, например, Коппе в своей упомянутой выше 
программе 1893 г. 

Я хочу теперь еще раз в нескольких словах резю- 
мировать, как мне представляется введение логарифма 


:) ЗснеНегз, [евфисн 4ег Мапетанк #1 б1иетепе Чет Ма. 
угмувепзспаНел шп@ Теспшк, 1ле1рх!р 1905; 5-е изд. 1921 г. 
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в школе по этому простому и естественному способу. 
Основным принципом должно быть призна- 
ние квадратуры уже известных кривых пра- 
вильным источником для введения новых 
функций. Это, как я показал, соответсгв`ет, с од- 
ной стороны, историческому положению вещей, а с дру* 
гой, методу, применяемому в высших частях матемагики 
(сравните, например, эллиптические функции). Следуя 
этому ‹бщему принципу, надо исходить из гиперболы 


77 == с и назвать логарифмом от Хх число измеряющее 


площадь, которая содержится межлу кривой и осью аб- 
сцисс, а с боков огрзничена орян- 
натами &=Т и &=Х (фиг. 61). Пе- 
редвигая вторую ординату. можно 
догко на основании геометрической 
интуипии составить себе качествен- 
ное представление об изменении 
этой площади при изменении Х и, 
следовательно. приблизительно по- 
строить кривую у=!х. Чтобы 
Фиг. 64 возможно просто получить функ- 

циональное уравнение логарифма, 


можно, например, исходить из равенства: 


[4 _ (4 

ре 

1 с 
которое получается при преобразовании с$ == & переменных 
интегрирования; это равенство говорит, что площадь, за- 
ключенная межлу ординатами 1 и х, равна площади, за- 
ключенной между орлинатами, в © раз более удаленными 
от начала с и сх. Этот факт легко сделать весьма наглядным 
геометрически, если обратить внимание на то, что вели- 
чина площади должна оставаться неизменной, если пере- 
двигать ее пох типерболой и в то же время растягивать 
в такой же мере, в какой уменьшается высота. Но из этой 
теоремы вытекает непосредственно теорема сложения: 

Г ЗО мы ВЕ 


` 
' ' ' ® ' 
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ое а очень хотелось, чтобы возможно скорее попро- 
ее н применить этот путь в школьной практике; ре- 
и е вопроса о том, как должны быть построены де- 
И изложения, следует, конечно, предоставить 
и ие Впрочем, в меранской про- 
рам: ы еще не решал 
а р ись предложить этот путь в виде 
Теперь, наконец 
‚ мы дотжны еще ориентиро 
вать 

ео того, как складывается наша Е ме 
и ыы точку зрения теории функций; это 

олное освещение в 
ее ие всех трудностей, за- 


4. Точка зрения современной теории функций. 


В дальнейшем изло 
жении мы зам 
ными переменными: еним уих комплекс- 


Ш = -Н{ я 2=х-+ 1. 
1. Логарифы определяется посредством интеграла: 


ь (1) 


м и Рио а ая может служить любая 
ексной плоскости : 
= о к точке б=2 (фиг. 65). ее 
а р и ли путь интегрирования 
о = з, два раза... или же б 
дит вовсе, интеграл принима е а 
, ет бесконечно много - 
а так что ш2 представляет а 
аи Определенное значение — так на- 
е значение [112] —п 
Е олучится, ес: 
ре Е не вдоль оси рильиых 
: тановить, что ть инте 
Т = 
И не должен переходить через м р 
оным остается при этом только то, желаем ли’мы 
р вы оральные вещественные значения, подходя 
а | зреза сверху или снизу; соответственно это 
м палучает чисто мнимую часть + я или м 
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Из главиого значения общее значение Отари полу- 
чается прибавлением произвольного кратного 24л: 


ша = [п 21 +26" (=0, +1, +2...) (2) 


3. Из определения логарифма с помощью т 
следует, что обратная ему функция 2=[ (му 
ряет диференциальному уравнению: 


4 


РЕЙ 


[1 


на основании которого можно сразу составить разложе- 
ние { в степенной ряд: 


и 
аа и а -- 


Так как этот ряд сходится для всякого Е ке 
чить, что обратная функци 

а ’ значна и имеет только одну 
особенную точку \=0°, 
представляя собою таким 
образом целую транс- 
цендентную функцию. 
4. Совершенно так же, 
как и при вещественном 
переменном, можно вызе- 
Фиг. 65 сти из определения при по- 
ый мощи интеграла ри 
нк- 

сложения для логарифма, из которой для обратной фу 

ции пытекает уравнение: 


1 (1) - 1 (9) == Ё(ж, + #).. (3) 

Точно так же из соотношения (2) получаем: 
[г + 2) =1 (9) (К =0,=Ь=2,...); (4) 
другими словами, [(%) представляет простую 


функцию с периодом 2я1. 
_ В та) а Тора из соотношения (3) следует, 


льного значения № =“ число 
что для каждого рациона т 
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1(№) равно одному1) из п значений иг определенных 
обычным образом: 
т 


Ау. 
: (>) У 2. 
Принято — и мы тоже примкнем к этому обычаю — обо- 
я 


значать через 2” ==еи всегда именно это значение 1), 
так что е” обозначает вполне определенную однозначную 
функцию, а именно ту, которая определена в пункте 3. 

6. Какую же функцию надо понимать в наиболее об- 
щем смысле под степенью $” при произвольном основа- 
нии 6? Определения должны быть даны таким образом, 
чтобы сохранились формальные правила возведения в 
степень. Если, таким образом, чтобы свести 65° к только 
что определенной функции =”, мы положим в равным её, 
где п $ имеет бесконечно много значений: 


шо а +261 (К=0,+1,2,...), 
то получается необходимым образом: 
еее мВ ее и ем ({ = 0,51,=0,...) 


а это представляет при различных значениях А беско- 
нечно много функций, среди которых совершенно нет 
равных. Таким образом мы приходим к тому замечатель- 
ному результату, что значения показательного 
выражения общего вида 6°, получаемые по- 
средством процессов возведения в степень 
и извлечения корня, принадлежат отнюдь 
не одной и той же функции, а бесконечно 
многим различным функциям от у каждая 
из которых однозначна. 

Значения этих функций стоят, конечно, в различных 
соотношениях между собою. В частности все онн равны 
между собой, если № есть целое число; если же и есть 


рациональная дробь вида = ‚ где т, п — взаимно про- 


стые числа, то среди них существует только конечное 
число, а именно п различных значений; эго суть значе- 


3) И. имемно вещественному и положительному. Ред. 
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„ : 
аня ен” с" для К ==0, |1,..., П— В; таким образом это, 


как оно и должно было быть, суть п значений корня У®. 

7. Теперь лишь мы можем вполне понять, до какой 
степени нецелесообразна обычная систематика, которая 
хочег, исходя из возведения в степень и извлечения кор- 
ней, подойти к однозначной показательной функции; 
этим она попадает в лабиринт, из которого она не мо- 
жет найти выхода с помощью одних своих так называе- 
мых „элементарных“ средств, обязывая себя к тому же 
не выходить за пределы области вещественных величин. 
Вам станет это вполне ясно, если вы теперь на основа- 
нии приобретенного общего взгляда сообразиге, как об- 
стоит дело при отрицательном 65. Я должен еще указать 
здесь на то, что теперь мы действительно можем понять 
целесообразность того определения главных значений, 
которое раньше казалось нам произвольным (6 >0 


т 
и 6"_>>0; см. стр. 216): оно доставляет исключительно 
значения одкой из наших бесчисленных функций, а имен- 
но значения функции 
[6"] == "98 , 


В противоположность этому отрицательные вещественные 
т 


значения величины 6", при четном п, которые тоже 
образуют всюлу плотные множества, принадлежат со- 
вершенно разным из наших бесчисленных функций, и 
поэтому они не могут, вместе взятые, составить одну 
непрерывную аналитическую кривую. 

еперь я хочу добавить еще несколько более глубо- 
ких замечаний относительно природы логарифма с точки 
зрения теории функций. Так как фуякция й = [п2 при 
каждом обходе около точки 2 =0 испытывает прираще- 
ние в 2л[, то соответстьующая ей риманова поверхность 
е бесконечным числом листов должна иметь в этом ме- 
сте точку разветвления бесконечно высокого порядка, 
а именно такого рода, что при каждом обходе около 
нее переходят от одного лисга к следующему; заменяя 
плоскость сферой, нетрудно убедиться в том, что точка 
г = со представляет вторую точку разветвления поверх- 


нести такого же самого рола. других точек разветвления, 
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ие имеется. Теперь мы можем наглялн 
о предс 
ыы а ормизирующ и пло р 
, ы уже упомянули по по - 
ния известных алгебраических Вы (стр. "199 Еела 
т 


имеется, рациональная степень 2, то в силу тождества 
т т 
Я н= еп? 
она является однозначной функцией от № = 2 или 
как говорят, ога униформизируется логарифмом. Чтобы 
понять это, представим себе на плоскости, кроме рима- 
новой поверхности логарифъа, еще и римано у поверх- 


а и Е НЬ поверхность, точки 
в каждой из которых т о 
лически все п листов. Если предста- 
вить себе в плоскости 2 такой замкну- 
тый путь, что на нем логарифм воз- 
вращается к своему первоначальному 
значению, —так что. этот путь является 
замкнутым и на бесконечно многолист- 
вой — поверхности логарифма,— то 
ле ко видеть, что он должен оста- 
ваться замкнутым и в том ‹лучае, если геренести его на 


пли Е я 
стную поверхность 2 (фиг. 66). Из этих геометриче- 
м 


ты мы заключаем, что 2п возвращается к 
У начальному значению всякий раз, как возвращается 


к своему значению п 2. и что поэтом в 
вительно униформизируется ре 
делаю эти краткие указання, ч'о здесь мы Я 
стейший случай проблемы униформизирования, играю ея 
столь большую роль в современной теории функций ыы 

Теперь постараемся еще лучше представить себе п 

роду функциональной зависимости № = пл2 а именно а 
а конформного отображения на 
ветственно римановой поверхности) на 
реорЫ №. Чтобы не удаляться слишком в Вы 
ажемся от рассмотрения соответствующих сфер, 


. Фиг. 66, 
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что само по себе являлось бы, комечно, предпочтитель- 
ным. Разделим, как мы это делали выше, плоскость 2 
осью вещественных чисел на заштрихованную (верхнюю) 
и не: ихованную полуплоскости; каждая из них дол- 
жна отображаться на плоскости № бесконечное множе- 
ство раз, так как п2 имеет бесконечное число значений 
и все эти изображения должны располагаться рядом 
друг подле друга '), ибо обратная функция == одно- 
значна. В частности здесь по- 
лучается подразделение пло- 
скости № на параллельные по- 
лосы ширнною в м, образуе- 
мые параллелями к оси воще- 
ственных чисел; эти полосы 
следует попеременно заштри- 
ховать и оставить чистыми 
(первая полоса кверху от ве- 
щественной оси [|] заштри- 
хована); соответственно этому 
они представляют собой попе- 
ременно конформные отобра- 
жения верхней и нижней полу- 
плоскостей, в то время как 
пограничные параллели соответствуют частям веществен- 
ной оси 2 (фиг. 67). Что же касается подробностей этого 
соответствия, то замечу здесь только, что 2 всегда на- 
правляется к нулю, когда м удаляется в бесконечность 
влево, оставаясь внутри одной и той же полосы; между 
тем 2 удаляется в бесконечность, если и’ уходит в беско- 
нечность вправо; и = со представляет существенно 0осо- 
бенную точку обратной функции г". 

$” бы хотел указать еще на связь этого с теоремой 
Пикара (Р!сага)—одной из самых интересных в новейшей 
теорни функций. Пусть 2(№) означает целую трансцен- 
дентную функцию, т. е. такую функцию, которая имеет 
только одну существенно особенную точку, а именно 
в точке и = со (например е"). Вопрос заключается *. том, 


Ялоскосте Е 


ПИРИ 
РА 
й 


2.0 й 
ИНОЕ, 2+ = 


1) В том смысле, что образы заштрихованной полуплоскости не дол- 
жны нигде покрывать других образов, иб› иначе оды Й и той же точке 
\ соответствовали бы две точки ; — одна выше, другая ниже вещест- 
венной оси, Ред. 


маны ао довод НРБ ЩЬ лось о льы и ны т тии. 
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имеются лн и в каком именно числе такие значения 2, 

которых 2(№) не принимает ни при одном конечном 
(т.е. расположенном на конечном расстоянии) значении и, 
но к которым 2 (\) только приближаегся, если № надле- 
жащим образом удаляется в бесконечность. Теоремт Пи- 
кара и состоит в том, чго для каждой функции 
может быть самое большее два таких раз- 
личных значения, которых она не может 
принимать в окрестности существенно осо- 
бенного места, и что, следовательно, целая 
трансцендентная функция, кроме значения 
2 = 0, которого она никогда не может дости- 
гнуть, не принимает еще самое большее 
одного значения. е’ представляет пример функции, 
которая действительно, кроме со, не принимает еще одно- 
го значения, а именно 2=0, ибо хотя в” в каждой из 
параллельных полос нашего деления и приближаегся при 
указанных предельных переходах к обоим эгим значениям, 
но ни в одном конечном месте не становится 
равной им. Пример функции, которая не принимает 
только одного значения (2 = со), представляет зп м’. 

В заключение я хочу с помощью этих геометрических 
средств выяснить еще один пункт. которого я уже не- 
сколько раз касался, это — предельный переход от сте- 
пени к показательной функции, которая примыкает к 


формуле: 
р г т „у 
_. (1 т я ы 


или, полагая п. № =: 
“= Пи (1 о 
г=сю У 


Рассмотрим с этой целью функцию в том виде, как она 
является до предельного перехода: 


вы) 1+") 


функционально-теоретические свойства ее как степени 
нам хорошо известны. Для нее „замечательными точками* 
служат точки и=р—у ий = о, в которых основание 
18 Ф. Клейн. Элемеатарпая математика 
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становится равным нулю и, соответственио, со. Эта функ: 
ция отображает конформным образом полуплоскости |, 
на секторах плоскости №. имеющих каждый общую вер- 


шину в точке = —т и угловое отверстие в _ (фиг. 68); 


если ® не равно целому числу, то последовательность 
этих секторов может покрывать поверхность 1 конечное 
или бесконечное число раз, соответственно той много- 
значности, которою обладает в этом случае |,›. Если * 
становится бесконечно большим, то вершина секторов 


отодвигается влево до бесконечности, и вполне понятно, 
что секторы, расположенные спра- 

ва от—», переходят при этом в 

параллельные полосы плоскости Ъ, 

соответствующие предельной функ- 

ции ©“; это дает геометриче- 

ское разъяснение указанного опре- 

деления 6” посредством предела; с 

помощью несложного вычисления 

можно убедиться в том, что ширина 
секторов у точки \ ==0 переходит 
при этом в шнрину л полос парал- 
лельного подразделения. 

Но тут сейчас же является сомнение следующего 
рода: если давать т возрастать до бесконечности, то оно 
получает при этом не только целые, но также рацио- 
нальные и нррациональные значения, для которых функ- 
ция Ь становится многозначной и которым соответ- 
ствуют многолистные поверхности; как же могут послед- 
ние перейти в простую плоскость, принадлежащую одно- 
значной функции 6”? Если, например, 7 переходит в бес- 
конечность, принимая одни только дробные значения со 
знаменателем п, то каждая функция |, (№) имеет рима- 
нову поверхность с п листами. Чтобы проследить за 
этим процессом, обратимся на одну минуту к сфере №; 
для каждой функции |, () она покрыта п листами, ко- 
торые встречаются в точках разветвления —9 и ©5; пред- 
положим, что сечение разветвления проходит вдоль 
меньшей дуги меридиана, соединяющего эти точки 
(фиг. 69). Когда + уходит в бесконечность, то точки 
разветвления сближаются и сечение разветвления исче- 


| 
| 
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лист т О а тот мост, вдоль которого й ли- 
ст ре дили друг в друга, и получаются п отдель- 
а те | соответственно им п различных однознач- 
а ый ви ; наша функция е” представляет только одну 
т ли же предоставить + пробегать все веществен- 
В т получаются вообще поверхности с бес- 
м листов, связь которых пре 
‚ к 
в предельном положении: на Ом, В. р о 
листов каждой такой поверхности значе. т 
ния стремятся в пределе к совпадению 
со значениями однозначной функции с”, ` 
которая расположена на простой сфере, 
между тем как последовательности зна- 
чений на других листах, вообще говоря, 
не стремятся ни к каким предельным зна- 
чениям. Этим вполне выясняется довольно- ео 
тих сложный и замечательный предельный ыы 
ереход от многозначной степен 
и т 
а к однозначной показа- 
Е Е этих рассуждений можно, пожа- 
ь , полное понимание с 
добных проблем возможно и. 
только при переходе . 
плексную область. Не является ли это Вы ты 
рысь для того, чтобы и в школе изучать теорию ком- 
покоя функций? Макс Симон (Мах Зипоп), например 
а выставляет т требования. Но я не 
р возможно ‘было дойти до это 
о со сред- 
ними учениками даже в послед . р 
нем классе, и уже по од- 
р о г ох то следует отказаться в реро. 
вляющейся здесь методикн браи' 
ского анализа в пользу развито и. 
го выше простого и есте- 
ственного пути. Конечно, мне к 
х р представляется тем болзе 
ти, чтобы учитель вполне владел всеми играю- 
щими здесь роль сведеннями из теорин функций, ибо он 
должен стоять достаточно высоко над тем матерналом, 
м а приходится излагать, и должен в точностн 
подводные скалы и мели, с 
проводит свонх учеников. а ны 
а рассуждений мы сможем быть 
доженни учен 
Е Учения о гониометрических 


16* 
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|. © ГОНИОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЯХ, 


Заметим прежде всего, что мы предпочитаем это 
название наименованию „тригонометрические функции“ 
по той причине, что учение о треугольниках пред- 
ставляет только частное применение этих 
функций, играющих в высшей степени важ- 
ную роль во всех отраслях математики. Обрат- 
ные им функции, вполне соответствующие логарифму 
(между тем как сами гониометрическне функции пред- 
ставляют аналогию с показательной функцией), мы будем 
называть циклометрическими функциями. 


1. Теория гониеметрических функций, 


Рассмотрение этой теории мы поставим в связь с Во- 
просом о том, какой способ изложения ее в школе пред- 
ставляется наиболее естественным. Я полагаю, что и 
в этом случае будет лучше всего применить наш общий 
принцип, согласно которому надо и сходить 
от квадратуры плоских кривых. Обычный спо- 


соб изложения, который начинается с измерения _- 


дуг, кажется мне не в такой степени непосредственно 
наглядным; и прежде всего он не дает возможности оди- 
наково просто и с одной и той же точки зрения охва- 
тить как высшие, так и низшие области. Позвольте мне 
снова воспользоваться аналитической геометрией: 
1. Заисходный пункт я беру круг с радиусом 1: 
ду = 1 

(фиг. 70) и рассматриваю сектор, образуемый радиусами- 
векторами точек А (х=1, у=0) и Р(х, У). Чтобы ока- 
заться в согласии с обычными обозначениями, я буду 


обозначать площадь этого сектора через (ибо тогда 


дуга АР =9). 
9 Под гониометрическими функциями „ко- 


синус“ и „синус“ аргумента ф мы будем пони- 
мать длины координат хиу конечной точки 


Р нашего секторат: 
х = с0$ ф, у= эп. 


} 
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Ни этого обозначения остается при этом 
и я но ведь оно и вообще хорошо неиз- 
а о НН слово „5114$“ возникло 
м и нибудь недоразумения при переводе 
Ве" не на латинский язык 1). Так как мы исхо- 
ке ее дуги, то не представляется удоб- 
и ратные функции, — т. е. двойной сектор 

у рю координат, — обычным названием „агсиз“; 


Ц р 3 
весьма елесооб азным является принятый |: Англин спо- 


ф = С051Х, ф == $11 у, 
3. Прочие гониометрические функции: 
яп 
Шо =-"Р, срф-= 5088 
' о 05 ф $1 Ф 
в старой тригонометрни е 
ще $ес ф и сзес п 
ра пе сочетания обенх основных и 
Не ты ради сокращения формул о 
нять на практ к 
и -- для нас не и и 
в г ие ты следить за изменением координат 
т ее АС тЕмЕ ф, то легко сможем составить 
редставление о виде к 
ивы 
и косинуса в прямоугольной системе оо лнНаЕ Ио 


1) Ср. Тгор{Ке, Ва. П, ра; 
. П, рав. 212. 
= *) Прим словами, строим кривые х = созф, ужа 
Когда из меия нли у ординатой прямоугольмой "системы ыы 
хиу  ввращактс от 0 до 2, радиус ОР обегает весь круг ини, 
ня ся к первоначальным значениям. повторяя ф.нкции - 
шем увеличевин ф прежний цикл изменений, Ред. орня при даль- 
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лучаем известные волнообразные линии, имеющие пе- 
рнод 2я (фиг. 71); при этом число п определяем, 
как площаль полного круга радиуса 1 (Ане 
как длину полуокружностн). ` 

Сравним теперь подробно с этими определениями 
изложенный выше способ определения лога- 
рифма и показательной функции. 

1. Там мы исходили от равносторонней гипер- 
болы, отнесеннойк ее асимптотам: 


ё-п=1; 
полуось этой гиперболы ОА = у2,тогда как здесь радиус 
круга равнялся 1 (фиг. 72). Мы рассматривали далее пло- 
щадь полосы между неподвижной ордина- 
той АЛ’ (&=1) и подвижной РР’, обозначая 
ее через Ф, мы полагали Ф = Ш &, так что координаты 
Р оказывались равнымв 


# = ее, =. 


Вы замечаете известную аналогию с предыду- 
щим, которая, впрочем, уже здесь нарушается в двух 
отношениях: во-первых, Ф теперь не выражает сек- 
тора, как выше в случае круга; во-вторых, здесь обе 
координаты выражаются рационально через одну фупк- 
цию е®, между тем как в случае круга мы должны былин 
ввести две функции: соз ф и зп ф. Но мы сейчас увидим, 
что оба отклонения можно легко устранить, 

2. Прежде всего заметим, что площадь треугольника 
ОР’Р не зависит от положения точки Р на кривой, 


а именно всегда равна т ОР’. Р'Р =. 5: В ча- 
стности, она равна площачи треугольника ОА’А, так что, 
присоединяя этот треугольник к Ф и отнимая. равный 
треугольник ОР’Р, находим, что Ф можно опреде- 
лить как площадь гиперболического сектора 
ОАР, заключенного межлу радиусами-векто- 
рами вершины А и подвижной точки гипер. 
болы, — вполне аналогично случаю круга (фиг. 73). Оста- 
ющееся различие в знаках — для наблюдателя, находяще- 
гося в О. дуга АР прежде была направлена влево, а теперь 


ть ть: не 


] 
Н] 
1 
1 
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вправо — мы устраним тем, что за 
мени 
те р отображением О 
ея у тие ктора ОА,— другими словами, переставим ме 
у ю &$и7); тогда координаты точки Р будут: 


= ®, у= 29 1), 


лы примем за оси координат вмест 
ыы главные оси гиперболы, ОВЕН. 
. ее весь чертеж на 45° (фиг, 74). Если ВОВЕ. 


№ 
[ро 
И 
4' Р’ 
Фиг. 72. 


Фиг. 73, 


новые координаты через Х, У 
ния будут иметь такой вид: ЗНС ЛР 


Хх = ЗЕЯ — ЕЕ Л 
НЫ у 
поэтому уравнение гиперболы переходит в: 
Х— узо, 


и 
И ЧЕ же положение, какое [6 
в круге. Новые коо 
р Рдинаты то 
редставляют следующие функции аргумента $: РЕ 
ЕЕ. уе *® 
8 т" 


2 
4. тол 
т ько уменьшить весь чертеж в отно 
Ея У | н полуось гиперболы стала равна | 
› подобно тому как раньш 
ше ради 
нялся единице. Теперь, вполне и. м, о 
Юз 


1) Иначе говоря, Ф определяется, 


что 967, $ =е Фиф_> 0 влево от луча ОА как пу, а ме как ш &, так ° 


(ибо тогда > 1, т 7>0). Рго, 
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мы имели выше, площадь сектора, о котором ндет речь, 
равна 1$; обозначая новые координаты снова через х, у, 
2 


находнм, что они равны следующим функциям аргу- 
мента Ф: 


Фе $ —е- 
о о. 
которые удовлетворяют такому 
соотношению. (уравнению ги- 
перболы): 
х— у=1. 


Этим функциям дано название 
гиперболического коси- 
нуса и синуса; их обозиа- 
чают через 


РЕБЕ 
фиг. 14, 2 


Результат, к которому мы пришли, сводится к следу- 
ющему. Если поступать с кругом радиуса 1н 
с равносторонней гиперболой, полуось ко- 
торой равна 1, совершенно одинаково, то в 
первом случае мы придем к обыкновенным 
гониометрическим функциям, а во втором — 
к гиперболическим функциям, которые 
вполне соответствуют одни другим. 

Как вам известно, применение этих функций СН и $1 
часто бывает полезно. Но тем не менее в данном случас 
в применении к исследованию гиперболы мы, в сущности, 
сделали шаг назад: между тем как раньше мы могли 
рационально представить координаты & 7 с помощью 
одной только функции е®, теперь нам необходимы для 
этого две функции, связанные между собой алгебраиче- 
ским соотношением (уравнением гиперболы). Поэтому 
представляется естественным поступить обратно; именно, 
развить учение о гоннометрических функциях совершенно 
аналегично тому, как мы раньше определили логарифм, 
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исходя от гиперболы. Сделать это очень легко, если 
только не бояться перехода через комплексные величины; 
приходится ввести только одну основную функцию, по- 
средством которой с0з фи зп ф выражаются рациональ- 
ным образом, подобно тому как СсНФ и З3ИФ выра- 
жаются через е®; она призвана поэтому играть в теории 
гониометрических функций центральную роль. 

1. Для этого мы прежде всего вводим в уравнение 
круга хз -|- у? =1 (гдех = с0$ ф, у ==зш ф) новые коорди- 


наты 
х— у =&, хи =1, 
после чего уравнение принимает вид: 
&.1 =1. 
2. Искомой центральной функцией является — подобно 
тому как было в случае гиперболы (см. пункт 2 на 


стр. 246) — вторая координата; обозначая ее через ] (9), 
находим на основании уравнений преобразования: 


1 =! (ф) = с08 РН, 5 со Х— ГП. 


3. На основании последних равенств находим, что 
с0$ ф == я — Пре Е ве 
пФ = РЯ __ 19 =]®. + , 
2 2! 
чем достигается полная аналогия с прежними соотноше- 
ниями между СПФ, НФ, е®. Если, таким образом, зара- 
нее вскрыть аналогию между круговыми и гиперболиче- 
скими функциями, то велнкое открытие Эйлера, выра- 
жас мое формулой ] ($) = с, теряет характер поразительной 
неожиданности. 

Не является ли возможным подобное сведение функ- 
ций с05ф и Зиф к одной основной функции и в том 
случае, если оставаться в вещественной области? К этому, 
Асиствительно, можно притти, если взглянуть на наши 
фигуры с точки зрения проективной геометрии. А именно, 
можно в случае гиперболы ту координату т, которая до- 
ставила нам основную функиию, определить как параметр 
в пучке параллелей у=сопзф, который, будучи рассма- 
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триваем с проективной точки зрения в его ен 
к гиперболе, представляет не что иное, как пучоя ыы с 
с вершиной в одной из точек гиперболы (здесь р : 
в одной из бесконечно удален 
ных точек). Рассматривая В 
случае круга или гиперболы, 
вообще, параметр какого-нибудь 
такого пучка как функцию пло- 
щади, мы придем к другой ос- 
новной функции, — тоже оста- 
ваясь в вещественной области. 
Рассмотрим ° для этого в 
случае круга пучок, прохоля- 
щий через точку $ (— 1,0): 


Фиг. 75 у=А(х- 1), 
. 75); выше (стр. 68 и 69) 
где д означает параметр (фиг. / 
и уже вычислили координаты точки пересечения Р’ луча, 


принадлежащего параметру 2, с окружностью, а именно 
мы нашли, что 


1—1 не 
х= 503 Ф =, у=зш ф 1’ 
так что ь 
А = (9) = 


х+1 


действительно представляет собой нужную нам веще- 
ственную основную функцию. А так как, с другой сто- 


роны, угол Р$О == > РОА и РОА =, то отсюда непо- 
а 
средственно вытекает, что 4 = 2’ этим однозначным 


ф 
выражением функций со$ фи зп ф через Ш. очень часто 


ениях. Соотно- 
пользуются при тригонометрических вычисл 
а. функцин А с прежней основной функцией | (9) 
получается пз последней формулы в таком виде: 

У О И п 


Дм =—. 


Е Ра 1 Вт 1+1 
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или наоборот: 
Кока 


1+ 1—й° 


Таким образом введение величины А сводится в конеч- 
ном счете попросту к установлению некоторой дробао- 
линейной функции от ] ($), которая имеет вещественное 
значение вдоль вещественной окружностн круга; хотя 
благодаря этому формулы становятся вещественными, но 
зато они не столь простые, как при непосредственном 
применении функции ] ($). 

Стоит ли покупать преимущество вещественности ценой 
такого недостатка,— это зависит, конечно, от того, на- 
сколько то или иное лицо умеет обращаться с комплекс- 
ными величинами. По этому поводу я замечу только, 
что физики давно уже перешли к употреблевию мнимых 
величин, в особенности же в оптике, когда приходится 
иметь дело с уравнениями колебательных движений. 
С другой стороны, техники —и прежде всего электротех- 
ники с их вектор-диаграммами — тоже начинают в послед- 
нее время с успехом пользоваться комплексными вели- 
чинами. Таким образом можно утверждать, что приме- 
нение комплексных величин начинает, наконец, завоевывать 
права гражданства в более широких кругах, хотя, конечно, 
в настоящее время значительное большинство все еще 
крепко держится вещественной области. 

Имея в виду обозреть в общих чертах дальнейшее 
развитие теории гониометрических функций, мы дожны 
прежде всего упомянуть о теореме сложения. 

1, Теорема сложения выражается формулой: 


п (ф-- ф) = зп ф с0$ ф- с05ф зщ ф 


и аналогичной формулой для с0$ (ф -{- 4). Причина того 
обстоятельства, что эти формулы выглядят сравнительно 
сложнее, чем в случае показательной функции, закяю- 
чается, конечно, в том, что здесь мы имеем дело не 
с основной элементарной функцией; для этой последней 
функции: | (ф) = с0$ ф [3 ф получается совершенно 
такая же крайне простая формула, как и для с?: 


(ет) =} (9). / (+). 
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2. От фомулы сложения мы приходим к выражениям 
функций для кратных углов и для частей угла, из числа 
которых я отмечу только две следующие формулы, играв- 
шие большую роль при вычислении первых тригономе- 
трических таблиц; 


я — 1—5 9 С0$ ® = 1+ 603 Ф, 
м у '==+, = а“ 


Изящное выражение всех соотношений, имеющих здесь 
место, дает так называемая „формула Муавра“: 
(п: Ф) = (Ф)\, где ] (ф) = соз ф- Е за 9. 
.. кругу 
Муавр (Мо!уте) был француз, но жил в Лондоне в 
та, свою формулу он опубликовал в 1730 г. в книге 
1зсеЙапеа апа!уйса“. 
ш- Исходя —_ нашего первоначального определения 
у=п ф, можно, разумеется. легко получить выражение 
обратной функции: ф = ш`Ту в виде интеграла. Сектор 


? (АОР) круга радиуса 1, вместе с горизонтально заштри- 
2 


хованным треугольником ОР’Р, ограничен параллелями 


к оси абсцисс у=0 иуи кривой х=и 1—у ин имеет 
У 


поэтому площадь, равную |У 1—9 4у (фиг. 76); а так 
о 
1 м и 
как упомянутый треугольник имеет площадь ноя ‚ РР’== 


= тит, то 
С т 
у 1—у4у= Ут 27 


Отсюда находим посредством простого преобразования: 


у 

и. 
ф = п Е 

5 

. ак же, как мы поступали 
Поступая теперь совершенно т у 
В Е логарифма, а именно, разлагая подинтегральное 
выражение в ряд по теореме бинома и применяя затем, 


ГОНИОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 283 


10 идее Меркатора, почленное ннтегрированне, можно 
найти разложение 5!п`Ту в степенной ряд, а из него 
вывести, пользуясь методом обращения рядов, ряд для 
самого синуса; так именно,—я уже говорил об этом 
выше, — поступил сам Ньютон, 

4. Я больше склонен воспользоваться здесь более 
кратким путем, который стал возможен благодаря вели- 
кому открытию. сделанному Тейлором. Для этого из упо- 


Яласявсть 


мянутого интегрального выражения выводим сперва ве- 
личину производной для самого синуса: 


а эп ау тет 
== -—^ — жи = с0$ ф; 
ф Ри у !-—у , 
совершенно аналогично находим: 
ке = т Ф. 
ЧФ 


Отстода на освовании теоремы Тейлора получаем раз- 
ложения: 


И о 
г э Ня —.**; 
Я 

60$ ф=1 та 


Нетрудно видеть, что эти ряды сходятся для всякого 
конечного, даже комплексного, значения х, так что 5х 
и с0$ х определяются ими как однозначные целые транс- 
цендентные функции во всей комплексной плоскости. 
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5. Сравнивая эти ряды с рядом для г”, находим, что 
основная функция ь 
| (Ф) == со; ф + 15 ф= Е. 


Такой вывод без оговорки становится Е 
после того, как мы убеднлись, что с08 фи $ ея и 
каки е®?, представляют собой номиачие Е $ у а 
изменения 
6. Остается опнсать ход ны 
этой целью я прежде г 
ункций $1 №, с0$ №. С а 
и, что каждая из обратных аи ИЯ в 
№ = с03—12 дает поверхность Римана с беск ке 
дом листов и с местами разветвления — 1, - 1, ©, ыы 
пад точками 2 == +1 лежит по бесконечному чае В 
разветвления первого порядка, а над точкой 2 ти и. 
дятся две точки разветвления о я и 
чше выяснить располож , 
рядка. Чтобы лу а 
о ие плоскости 
отрим снова подразделен м ь 
о строщие верхней еее м р 
штр плоскос . ь 
(незаштрихованной) полу в 
получается с 
=с0з № это подразделение 
ме оси и параллелей к мнимой оси, ще 
щей через точки и =0, + л, + 2л,...; при а 
видно из чертежа, получаются Е ыы а 
я до } 
торые все простираютс р 
вать и оставлять 
тся попеременно заштриховы : 
ВХ - 0, + 2х, + 4я,..., соответствующих у — 2 т 
н в точках м = - я, -Е Зл,..., А ее В. — 
встречается по четыре а не 
хности , 
тырем полулистам повер а 
ия, лежащих над м 
аждой из точек разветвления, 
.- ть К значению 2 == со функция соз № ит 
сколь угодно близко всякий раз, как мы а а ь 
одного какого-нибудь треугольника ты а ее 
: ты е : 
эсконечности. Действительно, дв 
о каждая из бесконечного числа ее 
оответств: тем 
ираются в бесконечность в с 
лв, что на римановой ПОЕТ Вт 
емы из 
со сходятся две отдельные сист 
2= п дело обстоит 
числа листов каждая. В случае з 
совершенно аналогично, с той только разницей, что не 
теж в плоскости # следует представить себе перед 
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нутым на з вправо. На этнх чертежах находят подтверж- 


денне сделанные нами выше (по поводу теоремы Пикара) 


указания относительно природы существенно особенной 
точки и’ == со (стр. 240). 


2. Тригенометрические таблицы. 


На этом я закончу краткий обзор теории гониометрн- 
ческих функций и перейду к рассмотрению того, что 
нанбблее важно на практике, а нменно тригонометриче- 
ских таблиц. Одновременно с этим я буду говорать 
о таблицах логарифмов, рассмотрение которых я до сих 
пор откладывал ввиду того, что составление этих послед- 
них с самого начала и до наших дней ндет рука об руку 
с составлением тригонометрических таблиц. Вопрос о том, 
каким образом таблицы логарифмов получили свой тепе- 
решний вид, представляется, конечно, весьма важным н 
интересным и для школьного преподавателя математики. 
Разумеется, я не могу здесь подробно изложить всю 
крайне продолжительную историю развития таблиц; я 
хочу только отметить некоторые наиболее замечательные 
моменты, чтобы дать вам приблизительное понятие об этом 
развитии. Относительно других, тоже часто весьма важ- 
ных произведений, которые дополняют общую картину, 
вы сможете орнентироваться с помощью сочинения 
Тропфке 1) или весьма подробных указаний в р‹ ферате 
Мемке (Ментке) *) о числовых вычислениях (Епсук|.. 1, Е.), 
а также во французской обработке этой статьи, принад. 
лежащей д’Оканю (О’ОКавпе) ?) 


А. Чисто ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ТАБЛНЦЫ, 


Под этим названием мы разумеем таблицы, которые 
были построены до изобретения логарифмов. Такие та- 
блицы ‘существовали уже в древности, а именно — первой 
дошедшей до нас является таблица Птолемея. : 

1. Это так называемая таблица хорд Птолемея, которую 
последний составил для астрономических целей около 


$) См. примечания на стр. 24 ин 40. Ред, 
*) Елсуфорё@е, &Ноп апхаве, 1, 23. 
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150-го года н. э. Она помещена в его сочинении „Мера|е 
Зуп{ах!5“, в котором Птолемей развивает названную его 
именем систему мира; эту книгу вы видите здесь в но- 
вом издании *). Это сочинение дошло до нас окольным 
путем через руки арабов под часто употребляемым назва- 
ннем „А!тарез{“, которое, быть может, получилось из со- 
единения арабского члена „а!“ с извращенным греческим 
названнем. Эта таблица Птолемея дает для углов с интер- 
валами в 30 минут не самый синус угла а, а соответствующую 


этому углу хорду (-. е. 2. т а. Значения хорд даны здесь 
в трехзначных шестидесятиричных дробях, другими сло- 
а ь [ 
Е где а, 8, с представляют 
вами, в виде, + 55 + 216000’ ГА® 9, 8, ред 


целые числа от нуля до 59. Для нас самым трудным 
является то обстоятельство, что эти числа а, 6, с напи- 
саны, разумеется, греческими числовыми знаками, т. е. 
посредством сочетаний греческих букв. Далее мы нахо- 
дим здесь еще значения разностей, которые позволяют 
производить ингерполяцию от минуты до минуты. Виро- 
чем, Тропфке дает для примера (Ва. И, $. 296) перевод 
отрывка из этой таблицы на современный способ обозна- 
чений, в котором вы сможете ближе ориентироваться. 
Что же касается вычисления этой таблицы, то Птолемей, 
во всяком случае, пользовался приведенной выше фор- 


мулой для п - (следовательно, он применял извлечение 


корня) и интерполяцией. 

2. Перенесемся теперь на тысячу лет далее — к тому 
времени, когда тригонометрическне таблицы были вычи- 
слены впервые на Западе. Здесь прежде всего прихо- 
днтся назвать Регномонтана (Кез1отог!апиз, 1436—1476), 
который, собственно, назывался Иоганном Мюллером, а 
свое латинское имя получил по названию города Кёниг- 
сберга (у Гильдбургаузена), в котором он роднлся. Он 
вычислил различные тригонометрические таблицы, в кото- 
рых ясно виден переход от остатков шестидесятиричной 
системы к чистой десятиричной системе. В то время 
тригонометрических линий не изображали, как теперь, 


*) Издано Гейбергом (НеЬега), Гера 1898/1903. 
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в внде дробей, принимая радиус за 1, но вычисляли их 
для окружностей очень большого радиуса, так что можно 
было — с неменьщей точностью— ограничигься выраже- 
нием их в целых числах. Эти большие числа уже тогда 
писали по десятиричной системе, но в выборе раднуса 
еще долгое время слышались отзвуки шестидесятиричной 
системы. Так, в одной таблице Региомонтана раднус счи- 
тается равным 6000000; но в другой таблице впервые 
радиус равен чистому десятичному числу 10000000 бла- 
годаря чему все вычисление оказалось построенным по 
чистой десятиричной системе. Достаточно вставить запя- 
тую, чтобы число этой таблицы превратилось в нашу 
десятичную дробь. Эти таблицы Региомонтана были напе- 
чатаны лишь много спустя после его смерти, а именно 
в сочинении его учителя Пейрбаха „Трактат о предло- 
жениях Птолемея относительно синусов и хорд“ 1). Обра- 
тите внимание на то. что и это сочинение, как и многие 
другие капитальные математические излання — из них нам 
уже известны произведения Кардана и Штифеля, а дальше 
мы познакомимся и с другими, —были отпечатаны в 40-х 
годах ХУТ в. в Нюрнберге. Сам Региомонтан провел 
большую часть жизни в Нюрнберге. 

3. Теперь я предложу вашему вниманию книгу, имев- 
шую огромное значение вообще, а именно сочинение 
Николая Коперника „ОегеуоиНоп из отит соеезНии:“ 3), 
в котором рязнита „коперникова система мира“. Копериик 
(Корреги!Киз) жил от 1473 г. до 1543 г. в Торне; но упо- 
мянутое сочинение появляется снова в Нюрнберге, 
всего лишь через два года после появления таблиц 
Региомонтана. с которыми Коперник тогда еще не быд 
знаком; поэтому для осуществления своей теории он дол- 
жен был сам вычислить небольшую таблицу синусов. 

4. Но эги таблицы ни в коем случае не могли удовле- 
творить потребности астрономов, ‘и вот мы видим, что 
один ученик и друг Коперника вскоре приступает к осу- 
ществлению гораздо шире задуманного дела. Это — Рети- 
кус (КНаеНсиз), что тоже представляет искусно длатини- 


Биз е! спогав, МонтЬегяае, ар лю. Ренеши, 1541 
*) МогииБеграг, ар. ю. Рене, 1543. : 


17 Ф. Клайн. Элементарная математика 


1) Ч. РеигЬасн, Тгас{айиз |= ргорояНопез Рю]емае! 4е эпи- 
е 
1 
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зированное указание на этот раз его родной страны 
она Он жил с 1514 г. по 1596 г. и был профес- 
сором в Виттенберге. Во всем этом обзоре вы всегда 
должны принимать во внимание общеисторическую обста- 


новку; так, этот период относится к эпохе реформации, ` 


во время которой, как известно, Виттенберг, а также сво- 
бодный имперский город Нюрнберг стали главными цен- 
трами умственной жизни. Но постепенно в течение рефор- 
мационных войн центр тяжести политической и духовной 
жизни передвигается все более от городов к княжеским 
дворам и вот в то время, как до сих пор все печата- 
лось в Нюрнберге, обширные таблицы Ретикуса появля- 
ются на свет в Гейдельберге при денежной поддержке 
пфальцского курфюрста; соответственно этому они полу- 
чают название „Ориз ра!айпит“ (НеЧе!Ьетрае 1596). Они 
появились лишь вскоре после смертн Ретикуса. Эти та- 
блицы гораздо полнее предыдущих; в них содержатся 
значения тригонометрических линий для каждых 10” 
в десятизначных дробях; правда, в них встречается еще 
довольно много ошибок. 

5. В весьма усовершенствованиом виде переиздал эти 
таблицы Питискус (Р5сиз) из Грюнберга в Силезии 
(1:61—1613), Каплан пфальцского курфюрста. Снова отпе- 
чатанные на средства курфюрста под названием „ТНесац- 
гиз ша етайсиз“ 1), эти т-блицы содержат тригонометри- 
ческне числа для интервалов в 10” с 15 десятичными 
знаками. Они в гораздо большей степени свободны от 
ошибок и изданы лучше, чем таблицы Ретикуса. 

Мы должны иметь в виду, что все эти таблицы вычи- 
слены с помощью одной только формулы для половины 
дуги и интерполяции, так как тогда еще не были известны 
бесконечные ряды для синуса и косннуса. Только при- 
нимая это во внимание, мы сможем в надлежащей мере 
оценить то невероятное усердие и ту работу, которые 
вложены в эти почтенные произведения. 

К этим таблицам уже непосредственно примыкают 
новые таблицы, соединяющие тригонометрические данные 
с логарифмнческими. 


1) Ргапсоши! 1613 


ааа 


о даж ащеь, ль. 
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В. Логлщрихмо-тРИГОНОМЕТРИЧЕСКИВ ТАБЛИЦЫ, 


Здесь мы наблюдаем удивительное совпадение, — в извё- 
стной степени как бы иронию истории: всего лишь год 
спустя после того, как в руках Питискуса таблицы три. 
гонсметрических линий достнгли известного совершен- 
ства, появляются впервые таблицы логарифмов, делаю- 
щие первые, собственно говоря, излишними, так как 
теперь уже нужны не самые синусы и косннусы, а их 
логарифмы. Прежде всего приходится назвать уже упо- 
мянутые мною первые таблицы а 

1. „Мина 1овагИптогит сапоп!$ АезсирНо“ Непера 
(1614). При этом Непер до такой степени имел в виду 
прежде всего облегченне тригонометрических вычислений, 
что сперва дал даже не логарифмы натуральных чисел, 
а семизначные логарифмы тригонометрическнх линий для 
каждой минуты. . 

2. Впервые придал таблицам логарифмов их обычную 
теперь рму англичанин Генри Бригг 1) (Непгу ВЯ 5$, 
1556—1630), находившийся в личных отнсшениях с Непе- 
ром. Он понял, какое громадное преимущество имеют 
для практических вычисленнй логарифмы с основанием 
10, более родственные нашему десятиричному письмен- 
ному счислению, и ввел поэтому это основание вместо 
неперова. Таким образом получились „искусственные ло- 
гарифмы“, называемые также „бригговыми“. Кроме того, 
Бригг дает и логарифмы натуральных чисел (а не только 
логарифмы гониометрических функций). Эти нововведе- 
ния находятся в его „АтёЬтеНса овагИпииса“ (опал 1621). 
Правда, Брнгг не успел закончить всех исчислений и дает 
только логарифмы целых чисел от1 до 20000 и от 90000 
до 100050, но зато с 14 знаками. Замечательно, что именно 
в наиболее старых таблицах содержится наибольшее число 
десятичных знаков, между тем как в новое время в боль- 
шинстве случаев довольствуются весьма малым числом 
знаков; к этому я еще вернусь. Бригг вычислил также 
искусственные логарифмы тригонометрических линий для 
промежутков в 10” с 10 знаками и опубликовал в своей 
„Тиеопотеа Ьг{апп!са“ (бопдае 1633). 


1) Установившаяся русская транскрипция Бригг, а не Бриггс про- 
нсходит от латинской транскрипцин Виер!1з. Ред. 


17% 
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3. Пропуск в таблицах Бригга заполнил впервые гол- 
ландец Адриан Влакк (АЧНап `\1асд`, живший в Гуде 
близ Лейдена — математик, типограф и книгопродавец. Он 
отпечатал второе издание таблиц Бригта !), заключавшее 
на этот раз логарифмы всех целых чисел от 1 до 100000, 
но только с 10 десятичными знаками. Это издание является 
основой всех наших теперешних таблиц. 

Что же касается дальнейшего развития таблиц, то я 
могу дать только самые общие указания относительно 
того, в чем заключалось дальнейшее развитие их по сра- 
внению с указанными первыми шагами. 

а) Прежде всего существенное значение имел прогресс 
теории, а именно, логарифмические ряды дали новое, 
крайне практичное, средство для вычисления логарифмов. 
Об этом вычислители первых таблиц не знали ничего. 
Непер, как мы видели, вычислял ‚свои логарифмы с по- 
мощью разностного уравнения, — другими словами, посред- 


ством последовательного прибавления --, пользуясь при 


этом в большой степени интерполяцией. У Бригга самую 
важную роль играло извлечение квадратных корней; он 
пользуется тем, что, зная № аи 15 6, можно найти 


12 Иа. ь по формуле: 
т 
щУа-ь => (наче 5). 


Этим же самым приемом пользовался и Влакк. 


Ъ) Значительные успехи были достигнуты путем более. 


целесообразного расположения таблиц, которое дало воз- 
можность поместить больше материала на меньшем про- 
странстве и в форме, более доступной сбозренню. 

с) Но, что важнее всего, значительно возросла пра- 
вильность таблиц благодаря тому, что ошибки, которые 
еше часто попадалнсь в старинных таблицах, особенно 
в последних десятичных знаках, были устранены при по- 
мощи внимательной проверки. 

Из большого числа возникших таким образом таблиц 
я назову только самые известные. 


;) Непг. Вг! 211, АгилюНса апюка, ЕЧ. зее. ансва. ег 
Ааг. У1аса. СолЧае 1628, =. . 


ЕАН 


мега ава 


жи д. 
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4. „Тнезаигиз 1ораг{итогит сотп!е $“ („Полное со- 
брание больших логарифмо-тригонометрических таблиц“), 
изданные австрийским артиллерийским офицером Вега 
(Уера) в 1794 г. в Лейпциге. Оригинальное издание стало 
библиографической редкостью, но в 1896 г. во Флорен- 
ции появился фототипный перепечаток. Эти таблицы 
содержат десятизначные логарифмы натуральных чисел и 
тригонометрических линий, расположенные по способу, 
ставшему с тех пор типичным; так. вы видите, например, 
здесь уже маленькие таблички разностей, предназначен- 
ные для облегчения интерполирования. 

Переходя к ХХ в., мы замечаем широкое популяри- 
зирование логарифмов, стоящее в связи, во-первых, с тем, 
что в 20-х годах логарифмы были введены в школу, а 
во-вторых, с тем, что логарифмы находят все больше и 
больше применений в практике физиков н техников. 
При этом пришлось, конечно, согласиться на значитель- 
ное сокращение числа знаков, так как и школа и прак- 
тика нуждались в таблицах, не слишком объемистых; 
к тому же три или четыре десятичных знака предста- 
вляют точность, вполне достаточную в большинстве слу- 
чаев. Правда, в мое школьное время мы пользовались 
еще семизначными таблицами; в то время в защиту упо- 
требления такого числа знаков приводили то соображе- 
ние, что ученики должны благодаря этому проникнуться 
„величием чисел“. Теперь все настроены утилитарно и 
всюду пользуются трехзначнымн, четырехзначными или, 
самое большее, пятизначными таблицами. Здесь вы ви- 
дите три взятых наудачу согременных издания таблиц. 
Одно из них—небольшне таблицы Шуберта 1) с четырмя 
знаками; в них вы находнте применение всевозможных 
вспомогательных средств, как, папример, печатание в две 
краски, повторение надписей вверху и внизу каждой 
страницы и тому подобное, — все это для того, чтобы по 
возможности устранить недоразумения при пользовании 
таблицами. Еще остроумнее устроены новые американские 


1) ЗспиБегь УюетеПее Таеш ипа берепа!ет (Запии!. СоезсНел 
Герае 1898). Новое издание 5спибей Наиззпег под тем же названнем, 


Гарае 1917. 
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таблицы Гёнтинттона 1), в которых, например, страницы 
снабжены различными придатками и вырезамн, позволяю- 
щими сразу открывать книгу на нужной странице ит. д. 
Наконец, вы видите здесь счетную линейку, которая, как 
известно, представляет не что иное, как трехзначную 
таблицу логарифмов в самой удобной форме механиче- 
ского счетного аппарата; вам всем, конечно, известен 
этот инструмент, который теперь всякий инженер всегда 
имеет при себе для своих расчетов. 

Но мы еще не дошли, конечно, в этом направлении 
до конца и можем даже довольно ясно представить себе, 
в чем будет состоять дальнейшее развитие, а нменно, 
в последнее время все больше и больше распростра- 
няется счетная машина, о которой мы уже говорили; она 
делает излишними таблицы логарифмов, так как она по- 
зволяет производить непосредственное умножение гораздо 
быстрее и увереннее. Правда, теперь еще счетные машины 
настолько дороги, что их могут приобрегать только 
крупные учреждения; но когда они станут значительно 
дешевле, тогда начнется новая фаза в деле вычислений: 
Что же касается гониометрии, то только тогда будет 
отдано должное стеринным таблицам Питискуса, которые 
тотчас после своего появления оказались устарелыми. 
Они дают прямо тригонометрические величины, с кото- 
рыми счетная машина позволит удобно обходиться, минуя 
окольный путь, ведущий чёрез логарифмы. 

Остается еще рассмотреть применения гоннометриче- 
ских функций. 


3. Применения гениометрических функций. 

Здесь нас интересуют: 

А. Тригонометрия которая вообще послужила 
поводом к изобретению гониометрических функций. 

В. Механика, в которой учение о небольших ко- 
лебаниях представляет особенно обширную область их 
применения. 

С. Изображение периодических функций 
посредством тригонометрических рядов, ко- 


; 1) С. А. Нип{1пзоп, Роцг расе {аБез, а5ир4. е4. (Сатьнаре 
Ма$з. 1907). 


неа дительс древо 


оны 


‚| 
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торое, как известно, играет весьма важную роль в са“ 
мых разнообразных вопросах. 


А. ТРИГОНОМЕТРИЯ, В ОСОБЕННОСТИ СФЕРИЧЕ- 
СКАЯ ТРИГОНОМЕТРИЯ. 


Тригонометрия является весьма древней наукой; уже 
в Египте она достигла высокой степени развития пд 
влиянием запросов двух важных наук: геодезии, нужд ю- 
щейся в учении о плоских треугольниках, и астрономни, 
нуждающейся в учении о сферических треугольниках. У- 
ществует весьма обстоятельная монография по исгории 
тригонометрии, это—„Лекции по истории т игонометрин 
Браунмюля !). Нанлучшим справочным изданием ть 
тельно практической стороны тригонометрии служит „У б- 
ник плоской и сферической тригонометрии“ Гаммера *), а 
относительно теоретической стороны — второй том „Энци- 
клопедии элементарной математики“ Вебера и Вель- 
ре настоящих лекций не позволяет, конечно, 
дать систематическое изложение всей тригонометрии; 
это должно составить предмет специального курса; к тому 
же ведь здесь, в Геттингене, практической тригонометрии 
уделяется вполне достаточно внимания на обычных лек- 
циях по геодезии и сферической астрономии. Я же хотел 
бы поговорить с вами об‘одной очень интересной главе 
теоретической тригонометрии, которая. несмотря на свою 
весьма глубокую древн сть, Все еще не может считаться 
вполне законченной, так как она до сих пор еще содер- 
жит много невыясненных вопросов и проблем сравни- 
тельно элементарного характера, обработка которых не 
кажется мне неблагодарным т имею в виду сфе- 
рическую тригонометрию. Этот отдея ее 
работан весьма обстоятельно в книге Вебера - Вель- 


А. У. Втгаипшаи!. Уоезипееп &Бег Сезсшсме 4ег Т8о- 


т) 
‚ 191 1900—1903. ь 
м ны те г ось ЧегеБетеп ип@ зрНайзенея Тиропотеше, 
‚ в 1923 г. 
ыы м т е}ещеп!, Сеотеие“, Без. уоп. Н. \еьег, 
}. \Менем, № асобзвва. 2 Ацй , Быраа 1907, (В русском переводе; 


“Энциклопедия элементарной математнки“, т, 1, ки. |. 
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штейна, а именно, там приняты во внимание те идеи, ко- 
торые развил Стюди '5{и4у) в своем фундаментальном 
сочинении: „Сферическая тригонометрия. ортогональные 
подстановки и эллиптические функции“ !). Я попытаюсь 
представить вам обзор всех относящихся сюда теорий и 
в особенности указать на вопросы, остающиеся доселе 
открытыми. : 

Элементарное понятие о сферическом треугольнике 
вряд ли нуждается в подробных разъяснениях: три точки 

на сфере вполне опре- 

делдяют (если только 

никакие две из них не 

лежат на концах одного 

диаметра) треугольник; 

кажлый из трех углов 

н каждая сторона это- 

р готреугольника заклю- 

ры оил 

иг. 78). 

Энг. 2. Но при дальнейших 

исследованиях оказывается целесообразным считать сто- 

роны н углы неограниченно переменными ве: 

личинами, которые могут становиться даже больше 

я или 2л или кратных 2л; тогда приходится говорить о 

сторонах, налагающихся на самих себя, и об углах, дела- 

ю. их по нескольку оборотов около вершины. При этом 

приходится условиться относительно знака этих величин, 

т. е. относительно того направления, в котором их надо из- 
мерять. 

Заслуга последовательного проведения принципа зна- 
ков, как вообще в геометрии, таки в сферической 
тригонометрии в частности, принадлежит великому лейп- 
цигскому геометру Мёбиусу (МбБшз). Благодаря этому 
принципу был впервые проложен путь для исследований 
наиболее общего характера над величинами, неограни- 
ченно изменяющимися. Особенное значение в данном отно- 
шении имеет статья Мёбиуса: „Вывод основных формул 


т) рнаизене Тг'ропоте1не, о{оропае Зи бзНшНопеп ипа е!рё 
РипКкНопеп, „АБВапа|, дег тан. -рАуз, К!аз5е дег К. Засвязсвей нь 
зслай 4. \6зепьсваНеп, ва, ХХ, №. И (ера 1893). 
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сфепической тригонометрии в возможно более общей 
форме“ 1). 

Эти условия относительно знака начинаются с того, 
что устанавливают одно определенное направле- 
ние вращення, при котором углы около всякой точки 
А на сфере считаются положительными; если это на- 
правление ука:ано для одной каксй-вибудь точки сферы, 
то это же самое направ.ение переносят по принпипу 
непрерывного изменения на всякую другую точку сферы 
(фиг. 79). Можно, вапример, как ‹быкновенно делают, 
считать за положительное направление вращения то, ко- 
торое при наблюдении с внеиней стогоны представля- 
ется обратным движенню часовой стрелки. Во-вторых, 
необходнмо установить для всяксго большого круга на 
сфере определенное направление обхода, но 
здесь невозможно ограничиться установлением опреде- 
ленного направления для одного какого-нибудь круга и 
затем непрерывно переходить ко всем другим кругам, так 
как каждый круг можно привести двумя существенно раз- 
личными способами к совмещению со всяким другим кру- 
гом. Поэтому каждому кругу в отдельности, с которым 
нам придется ,меть лело, мы будем приписывать опре- 
деленное направление обхода н будем рассматривать 
один н тот же круг как два различных образа, смотря 
по тому, какое направ. екие для него мы примем за 
положительное. Установив такие определення, мы мо- 
жем каждому большому кругу а однозначно отнести 
определенный полюс Р, а именно, тот из его двух по- 
люсов в обычном смысле слова, из которого его направ- 
ление представляется положительным; обратно — каждому 
полюсу соответствует однозначно определенный „поляр- 
ный круг“ с определенным направлением обхода. Этим 
вполне однозначно устанавливается столь важный в три- 
гонометрии „процесс полярного преобразования“. 

Если даны три какие-нибудь точки А, В, С на сфере 
(фиг. 80), то для однозначного определения сферического 
треугольника, имеющего вершины в этих точках, недо- 


3) „ЕглижчеКыир ег ОтапФоттешт 4ег зррапхсВеп Тиропотеше ш 
че НсНег АНзетепней “, Венс№е пЪег 4 Уетфапа!, дег К $&сйз. 

. 9. \55., Мав.-рвуз. КЛаззе. 1860. В. 12 — Сез. Меже И (ера 
1886), рай. 71. 
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стает еше некоторых данных; прежде всего необходимо 
присвоить каждому из трех больших кругов, проходящих 
через точки А, В, С, определенное направление, 
а также нужно указать, сколько 
раз следует каждый изних 
обойти в указанном для 
него направлении, прежде 
чем притти от ВкС от СкА, от 
Ак В. Определенные таким об- 
разом длины а. Ь, с, которые мо- 
гут иметь любые вещественные 
значения, называются сторонами 
сферического треугольника; мы, 
фиг. 80. кочечно, бузем принимать, Что 
они отнесены к сфере с радну- 
сом 1. При этом углы получают такое определение: 
угол « получается при таком вращении в положитель- 
ном направлении, при котором положительное направ- 
ление дуги СА, кончающейся в А, переходит в положи- 
тельное ва’равление дуги АВ, начинающейся в А; к 
этому углу еще можно добавигь в виде слагаемого лю- 
бое кратное м; аналогично определяются и прочие углы. 
Рассмотрим обыкновенный элементарный треугольник, как 
указано на фиг. 80, и установим направления сторон так, 
чтобы величины сторон а, 8. с были меньше я; тогда 
углы а, В, у оказываются, согласно нашему новому опре- 
делению, как это легко вилеть, внешними углами тре- 
угольника, а не его внутренними углами, как при обыч- 
ном элеменгарном опрелелении. я 
Тот факт, что при такой замене обычно принимаемых 
углов их дополнениями до м формулы сферической три- 
гонометрии получают более симметричный и более на- 
тлядный вид, представляет давно известное явление. 
Более глубокую причину этого можно видеть в следую- 
щем: указанный выше процесс полярного преобразования 
относит каждому треугольнику, определенному согласно 
правилам Мёбиуса, вполне однозначно другой треуголь- 
ник, „полярный“ по отношению к первому, и нетрудно 
видеть, что последний при наших новых определениях 
попросту имеет углами стороны первоначального тре- 
угольника, а сторонами его углы. Поэтому всякая фор- 
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мула, написанная в этих обозначениях, ъдолжна иметь 
место и в том случае, если мы в ней обменяем местами 
а, в сса, В. у, так что всегда должна иметь место 
простая симметрия. При обычном элементарном измерении 
углов и сторон эта простая симметрия не имеет места, 
так как соотношения между данным треугольником и его 
полярным треугольником зависят от того, что считают 
в ках дом отдельном случае за углы и стороны, и от вы- 
бора того или другого из двух полюсов круга, заданного: 
без определенного направления обхода. 

Ясно поэтому, что из шести определенных таким об- 
разом элементов сферического треугольника только три 
можно изменять непрерывным ‘образом независимо один 
от другого, например две стороны и заключ: нный межлу 
ними угол. Формулы сферической тригонометрии пред- 
ставляют собой известное число соотношений между 
этими 6 элементами или, вернее, алгебраических соотно- 
шений между их 12 косинусами и синусами; эти соотно- 
шения позволяют произвольно изменять только 3 из этих 
12 величин, тогда как дру'ие 9 находятся в алгебран- 
ческой зависимости от первых трех. При переходе к ко- 
синусу и синусу мы перестаем, разумеется, обращать 
внимание на то, какое именно кратное 2л служит допол- 
нительным слагаемым. Представляя себе вообще триго- 
нометрию как собрание всевозможных алгебраических 
соотношений такого рода, мы можем определить слелую- 
щим образом ее задачу в соответствии с современными 
взглядами: станем рассматривать величины 


х, = С08 4, Х. = С0$ В, Хз == С08 С, Ха == С0$ @, Хь= С0$ В, Хв== С0$7, 
у; == эп а, уз == за $, уз == пс, уз = 911 а, Уз =: п В, уз = ту 


как координаты точки в пространстве 12 измерений В: 
совокупность всех тех точек этого пространства, которые 
соответствуют действительно возможным сферическим 
треугольник м а,...,7. составляет трехмерное алгебраи- 
ческое многообразие М, этого пространства К, и вот 
это именно многообразие М; в К;з и подле- 
жит изучению. Этим сферическая тригонометрия 
включается в общую аналитическую геометрию много- 
мерных пространств, 
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Это многообразие М, должно обладать различными 
простыми симметриями. Так, например, процесс полярного 
преобразовяния показал, что замена величин а, Ь, с вели- 
чинами а, В, у и обратно всегда дает новый сферический 
треугольник; по отношению к нашим новым обо-начениям 
это значит, что из всякой точки в Мз можно получить 
другую точку, принадлежащую тоже М.. если заменить 
Хь Хь Хь Ув, Уь Уз величинами Хь Хь Хь Уз У у» и на- 
оборот. Далее всякому треугольнику соответствует семь 
смежных треугольликов, соответственно делению всего 
пространства на 8 октантов плоскостями трех больших 
кругов; элементы этих треугольников получаются из эде- 
ментов первоначального треугольника посредством пере- 
мены знака и прибавления я; это дает для каждой точки 
множества М, семь новых точек, координаты которых 
х,,...,Уз получаются посредством перемены знака в коор- 
динатах исходной точки. Совокупность этих симметрий 
приводит, в конце концов, к некоторой группе переста- 
новок и перемен знака у координат точек К.» которая 
преобразует многообразие М, в самого себя). 

Наиболее важным является’ вопрос о тех алгебраиче- 
ских уравнениях, которым удовлетворяют координаты 
точек М, и которые образуют совокупность тригономе- 
трических формул. Так как всегда с03? а -- за =1, то 
это дает нам прежде всего шесть квадратных соотношений: 


эл =1 ((=1,2,...,6), (р 


которые, выражаясь геометрически, изображают шесть 
цилиндрических поверхностей второго порядка Е® в мно- 
гообразии М.. 


т) Если некоторая такая перестановка преобразовывает точку А 
многообразия М: в точку В того же многообразия, а другая переста- 
новка переводит точку В в точку С того же многообразия, то последо- 
вательное произвозство этих двух перестановок приводит точку А 
в точку С того же многообразия Мз; это значит, что совокупность этих 
перестановок такова, что последовательное производство двух таких 
п. рестановок представляет собой также одну из этих перестановок; 
это обозначает, что перестановки образуют группу; то же относится 
к надлежащим ый знаков и комбниациям пер.становок с пере- 
менами знаков. Ред 
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Другие шесть формул дает теорема косинусов сфе- 
рической тригонометрии, которая в наших обозначениях 
выражается так: 

с03а =<038 . 6056 —$1 6. ЗП. с0За, 


что при полярном преобразовании дает: 
соза == с0$ # с0$у — зшт В ту соз а. 


Эти формулы вместе с теми четырьмя, которые получа- 
ются при циклической перестановке а, ,сиа, у, 
определяют в общем шесть поверхностей третьего по- 
рядка Р® в многообразии М; 
Хх: == ХХ: — Уз Уз Хау Ха=Хь 1 Уз Уз Хы Ха==х: Ха — У1УзХа; (2) 
Хх, = Хь Хз — Ув Ув Ха; ХБ-Хв Ха— УвУв Хы Х=Хахь — Уз Ув Ха. (3) 
Наконец, можно еще использовать теорему синусов, 
которая получается, если приравнять ную миноры сле- 
дующей матрицы: 
зп а, зп в, япс у:, Уз. Уз 
па, эВ, чпу Уз. Ув Уз 
Иначе говоря, эта теорема выражается равенствами: 
у. ув — Уз Ув = Уз Уз — У У == У, У — Уз = 0. (4) 
Это дает три поверхности второго порядка Р®, из 
которых, во всяком случае, только две линейно незави- 
симы. 
Таким образом в общем мы получили 15 уравнений 
для точек наш.го многообразия М. в пространстве К. 
Для выделения из К1з трехмерного пространства оказы- 
вается, вообще говоря, недостаточно иметь 12 —3 =9 урав- 
нений, так как уже в обыкновенной геометрии простран- 
ства К, к:к известно, отнюдь не всякая кривая в про- 
странстве может зыть представлена как полное пересечение 
двух поверхностей; простейшим примером служит пр>- 
странственнья кривая третьего порядка, для определения 
которой необходимы, по меньшей мере, 3 уравнения. 
Так и в нашем случае легко видеть, что 9 уравнений 
(1) и (2) еще не определяют Му; как известно, из теоремы ` 
косинусов можно вывести теорему синусов, ве считая 
одного знака, вопрос о котором разрешают затем при 


хе . 
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помощи геометрических соображений. Представляется 
желательным знать, какие именно уравнения 
и в каком числе определяют вполне наше 
многообразие Ма. Вобще, я желал бы формулиро- 
вать здесь четыре определенных вопроса, на которые, 
повидимому, в литературе до сих пор еще нет точного 
ответа; они заслуживают, я думаю, подробного изучения, 
которое к тому же и не должно представить особенного 
‘труда, если только приобретена известная сноровка в 
обращении с формулами сферической тригонометрии. 

Вот эти вопросы: 

1. Что надо понимать под „порядком“ мно- 
гообразия М3? 

2. Каковы уравнения самой низкой сте- 
пени, посредством которых можно представить 
многообразие М; в чистом виде? В 

3. Какова полная система независимых 
уравнений, содержащих М, т. е. таких уравне- 
ний |, =0,.../, =0, из которых всякое другое уравнение, 
изображающее поверхность, проходящую через М», может 
быть составлено линейным образом посредством целых 
рациональных множителей т‚..„т„ в виде: т: В. -+ 
+т,]/, =0? Для этого может понадобиться больше 
уравнений, чем сколько требует п. 2. 

4. Какие алгебраические тождества [так 
называемые сизигии (5у2уееп)] имеют место 
между этими п формами |)..., |? 

Во всех этих вещах можно ориентироваться с помощью 
уже произведенных исследований, которые преследуют 
ту же самую цель, хотя исходят из несколько иной поста- 
новки вопроса. Эти исследования содержат`я в гет ин- 
гевской диссертации С№зНои (теперь дюипЕ), написанной 
в 1894 г. „А!ееБга!зсВ эгирреп{ПеотеНзсве Отегзисвипееп 
ит зрпаизсвеп Тиеопоте!пе“, 66 лвэп 1895. Это — первая 
диссертация в Пруссии, написанная женщиной. Средн 
различных приемов, применяемых СВ1зВот, наиболее за- 
мечательный состоит в том, что за независимые коорди- 
наты она принимзет котангенсы половин углов и дуг; 
действительно, ввиду того, что основной функцией 


является 1 —_ а следовательно, и {8 = и что через 
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нее одвозначно выражаются соза и па, оказывается 
возможным записать всяк‹е тригонометрическое равен- 
ство в виде ал! ебранче.кого соотношения между 


[Г ос. Поэтому сферические треугольники пред- 


ставляют теперь трехмёрное алгебраическое многообра- 
зие М, в шестимерном пространстве К, которое имеет 
а ь с а 
координатами с >, с -,, с, св, во, се о 
СЬЫ$ВоШп показала, что это многообразие М, имеет по- 
рядок, равный 8, и ‘что оно может быть представлено 
как полное перес чение трех поверхностей второго го- 
рядка (квадратных уравнений) в прострянстве К» Автор 
ИССЛ Деет еще дальнейшие вопросы, когорые примык ют 
сюда же, в смысле выше формулированной точки зрения, 
В своих лекциях о гилерболиче‘кой функции!) я на- 
звал те формулы сферической тригонометрии о которых 
я до сих пор говорил и которые связывают синусы и 
косинусы сторон и углов, формулами первой ступени; им 
противопоставляют группу существенно других формуя 
под именем формул второй ступени. Эти формулы пред- 
ставляют собой алгебранческие уравнення, которым под- 
чинены тригонометрические функции половин угчов и 
сторон; поэтому при изучении последних представляется 
наиболее удобным рассматривать 12 величин: | 
соз->-, 9-2»... соз-, эт 5, 
как координаты нового две ‘адцатимерного пространства 
Юз, в котором сферические треугольники ‹нова обра- 
зуют трехмерное алгебраическое многообразие М.'. На 
первом месте здесь стоят прежде всего те изящные фор- 
мулы, которые были опу^ликованы в начале прошлого 
столетия почти одновременно и независимо друг от друга 
Деламбром (Бе!апйтге, 1807), Молльвейде (МоП\ме!де, 1808) 
и, наконец, Гауссом (Сацз$, 1809) в его сочинении: „Твеопа 
то$ согрогит со@ез#ит“, № 54 (перепечатано в „\Меке“, 


1) Зимний сем. 1803/94 г.; лекции обраб ером 
переиздано в Лейпциге в 1906 г, к фо 
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Ва. Уп, 1ерир 1906, рав. 67). Это—12 формул, получа- 
емых посредством круговой перестановки из формул: 


эт 2+7 вое — Е ан” эт? —е —е 

= = ’ 
вт со эт — ©. 
2 2 п 71 

со 2 соз*+е сов —# тете 
=Е— =+——1 

Ю 5 , 
с0$ = со“ со$— ея 
2 2 


Нечто существенное и новое по сравнению с форму- 
лами первой ступени представляет здесь двойной знак, 
который надо понимать следующим образом: для одного 
и того же треугольника имеют место одновременно все 
верхние или все нижние знаки во всех 12 формулах; 
при этом оказывается, что существуют треугольники как 
того, так и др гого рода. Такнм образом множество М,’ 
сферич.ских треугольников в определенном выше про- 
странстве К;з’ определяется двумя совершенно различ- 
ными системами, состоящими из 12 кубических уравнений 
каждая, н распадается поэтому на два отдельных алге- 
браических многообразия: М», для которого имеет место 
один знак, и /М.. для которого надо брать другой знак. 
Благодаря этому зам-чательному обстоятельству упомя- 
нутые формулы приобретают особенно важное значение 
в теорни сферических треугольников; они представляют 
нечто гораздо большее, чем простое преобразование 
прежних уравнений голное — самое большее — для облег- 
чения тригонометрических вычислений, как полагали 
Деламбр и Молльвейде. Гаусс первый взглянул на дело 
глубже; действигельно, он указывает на возможность 
перемены знака, ‚если придавать идее сферического тре- 
угольннка ее наибольшую общность". Поэтому мне кажется 
вполне справедливым называть эти формулы формулами 
Гаусса, хотя и не ему принадлежит приоритет их опу- 
бликования. 

Но впервые понял все значение этого обстоятельства 
Стюди (Зи4у) и разъяснил его в своей уже цитированной 
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нами работе 1894 г. Его главный результат наиболее 
удобно можно выразить, если исходить из пространства 
шести измерений К» для которого координатами служат 
сами значения а, В, с, а, В, у, рассматриваемые как не- 
ограниченно изменяющиеся переменны;е мы будем называть 
их трансцендентными определяющими эле- 
ментами треугольника в отличие от алгебраиче- 
ских определяющих элементов со3 а,... или 


с0$ 2 так как первые представляют трансцендентные, 


а вторые — алгебраические функции обыкновенных про- 
странственных координат вершин треугольника. В этом 
пространстве А, совокупность всех сферических треу- 
гольников представляет „трансценлентное многообра- 
зие М, отображением которого в пространстве К; служит 
определенное выше алгебраическое многообразие Му. Но 
так как последнее распадается на два многообразия, а отоб- 


ражающие функции оз, ... представляют однозначные и 


непрерывные функции трансцендентных координат, то и 
трансцендентное многообразие М, должно распадаться 
на две отдельные части. Самая теорема Стюди заклю- 
чается в следующем: трансцендентное многообразие М9 


_всех величин а, В, с, а, В, у, какие только могут быть 


элементами сферического треугольника самого общего 
рода, распадается, соответственно двойному знаку в фор- 
мулах Гаусса, на две отдельные части, которые, однако, 
представляют каждая сплошной континуум. Наиболее 
важным является здесь невозможность никакого даль- 
нейшего распадения; это значит, что дальнейший анализ 
тригонометрических формул не может привести к подоб- 
ным и столь же глубоким подразделениям сферических 
треугольников. Треугольники первой группы, соответ- 
ствующей верхнему знаку в формулах Гаусса, называют 
собственными треугольниками, а треугольники второй 
группы —несобственными, так что теорему Стюди 
можно выразить так: совокупность всех сфери- 
ческих треугольников распадается на кон- 
тинуум собственных ина континуум несоб- 
ственных треугольников. Относящиеся сюда 
подробности и доказатальство теоремы Стюди вы найдете 


18 хФ. Кавин. Элементарная метематика 
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у Вебера-Вельштейна (т. П, $ 47). Я же сообщаю здесь 
только результаты в возможно кратком обзоре, 

Теперь я остановлюсь подробнее на различении обоих 
родов треугольников: если имеется какой-нибудь сфери- 
ческий треугольник, т. е. „допустимая система значений“ 
величин а, В, с, а, В, у, косинусы и синусы которых удо- 
влетворяют формулам первой ступени и которые поэтому 
представляют некоторую точку ‘в многообразии МУ, то 
каким образом можем мы решить вопрос о том, является ли 
этот треугольник собственным или несобственным? С этой 
целью образуем прежде всего наименьшие положительные 
вычеты @0, %, С», а, Вы ?о данных чисел по модулю 2л: 


0<4<2м...., «а 2л,... 
@в==а(то4 2л),..., в ==а, (шо4 2п),... 


Косинусы и синусы этих вычетов равны тем же тригоно- 
метрическим величинам для (,... а,.., так что они, в свою 
очередь, образуют сферический треугольник, который мы 
назовем приведенным или мёбиусовым треугольником, 
соответствующим первому треугольнику, так как сам 
Мёбиус не рассматривал треугольников с элементами, 
превосходящими 2л. Решим прежде всего с помощью не- 
большой таблицы вопрос о том, в каких случаях тре- 
угольник Мёбиуса является собственным и когда он при- 
надлежит к числу несобственных. Такую табличку вы 
можете найти и у Вебера-Вельштейна, но только в не столь 
наглядной форме (стр 53 и 84 русского издания 2-го вы- 
пуска П тома „Энцикяопедии“), где также (стр. 92—93) 
помещены рисунки различных типов собственных и не- 
собственных треугольников. Мы находим по четыре типа 
треугольников каждого рода: ; 


1. Собственные треугольники Мёбиуса: 


1) 0 сторон `>л, но 2я;0 углов ...... >л, но <2я 
2) 1 сторона`>л, „<; 2 прилежащих угла > но<2я 
3)2 стороны я, „< 27; [заключенный угол >л,но <2л 
4)З стороны >я, „«2л;3 угла........ > лол 
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1, Несобственные треугольники Мебиуса: 
|) Осторон `>яно<2л;3 угла....... я но«2л 
2) 1сторона>л „ <. 2я; 1 противолежащий угол>л но<2л 
3) 2стороны> я „ < 2я;2 . ‚ >лно<9л 
4) Зстороны>л „ < 2я;0 углов..... .. >янох2я 


Других случаев, кроме здесь перечисленных, не суще- 
ствует, так что с помощью этой таблички вполне решается 
вопрос о том, к которому из двух виндов принадлежит 
данный треугольник Мёбиуса. 

Согласно сказанному выше, переход к треугольнику 
общего вида 4,..., а,..: от соответствующего треугольника 
Мёбиуса производится посредством следующего рода 
формул: 

а=@-п.2л, в =Ь-п,. 2, = бо + п, - 2л, 
а= а -- %, . 27, В = Во + т. 2л, У ==Уо + зз ‹ 2л, 


причем имеет место теорема: треугольник общего вида 
оказывается однонменным с приведенным треугольником 
(т. е. одновременно с ним собственным илн несобствен- 
ным), если сумма шести цзлых чнсел п, - п. + пз + т, + 
+», |», есть четное число, и разноименным, когда это 
число нечетное. Таким образом характер каждого треу- 
гольника оказывается вполне определенным. 

Я закончу этот отдел несколькими замечаниями о пло- 
щади сферических треугольников. Об этом совершенно 
не упоминают ни Стюди в своих исследованиях, ни Вебер- 
Вельштейн; но это понятие играет большую роль в моих 
прежних исследованиях в области теории функций о треу- 
гольниках, составленных из круговых дуг. В то время как 
до сих пор треугольник представлял собою в наших гла- 
зах не чго иное, как соединение трех углов и трех сторон, 
удовлетворяющих теоремам косинусов и синусов, — здесь 
идет речь об определенной частн поверхности, ограни- 
ченной этими сторонами и представляющей как бы мем- 
брану (перепонку), натянутую между тремя сторонами 
с соответствующими углами. 

Конечно, здесь не имеет смысла рассматривать „внеш- 
ние“ углы а, В, у треугольника, как мы делали раньше 
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ради симметрии; теперь речь будет итти о тех углах, ко- 
торые сама мембрана образует у вершин; для краткости мы 
будем называть их „внутренними“ углами треугольника. 
Я привык обозначать их посредством А.ял, н-л, 7.п 
(фиг. 81). И эти углы можно рассматривать как неогра- 
ниченно изменяемые исключительно положительные вели- 
чины, так как мы не хотим исключать и того случая, когда 
вершины мембраны служат точками 
свивания поверхности. Аналогично 
этому, обозначнм абсолютные длины 
сторон через [л, тл, пя; это тоже 
неограниченно изменяемые поло- 
жительные величины. Но теперь 
уже углы и стороны не могут, как 
раньше, покрывать сами себя не- 
ограниченное число раз независимо 
друг от ‘друга; иными словами— 
получать в виде слагаемого про- 
извольные кратные 2ял; тот факт, что должна существо- 
вать одна сплошная мембрана с этими углами и сторо- 
нами, находит свое выражение в известных соотноше- 
ниях между этими множителями при 2л; эти соотношения 
я назвал в моей работе „О нулевых точках гипергеометрн- 
ческого ряда“!) дополнительными соотношениями сфери- 
ческой тригонометрии. Они имеют следующий вид, если 
через Е(х) обозначить наибольшее целое положительное 
число, содержащееся в х(Ё(х) <х): 
И Аи +1 
Е (5) =. 2 й 
вене, 
2 2 
вх —А—и--?-1 
=») Е ( 2 ), 


Фиг. 81. 


и так как, например, Е(;) обозначает число слагаемых, 


равных 2л каждое, содержащихся в стороне [.л, то эти 
соотношения как раз выражают искомые ` кратные 2л, 

1) „ ОБег @е МиИеПеп 4ег р Кеше" („Маш. Али. 
37888). Перепечатано в „Сезат. Мает. АБнап@ ппреп“, Ш стр. 550. 
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содержащиеся в сторонах [л, тл, пл, если известны 
тлы дл, ил, эл с содержащимися в них кратными 29. 
В частности нетрудно видеть, что при положительных 
А, и, °’может быть положительным, самое большее, одно 
нз трех чисел Аи —А-+и——А— и», так что 
только один из трех аргументов в правых частях равен- 
ств может быть больше единицы; а так как при х<1 
всегда Е(х)=0, то только одно из трех упомянутых 
кратных 2л может быть отлично от нуля. Итак, у 
треугольной мембраны только одна сторона 
может превосходить 2 м, а именно сторона 
наибольшего угла. 

Что же касается доказательства этих дополнительных 
соотношений, то я отсылаю интересующихся к моим ли- 
тографированным лекциям „О гипергеометрической функ- 
ции“1); впрочем, в них, как и в упомянутой выше работе, 
тема разработана гораздо шире, 
чем я указая здесь, а именно, я 
там рассматриваю такие „сфериче- 
ские треугольники“, которые огра- 
ничены любыми окружностями, а 
не только дугами больших кругов. 
Здесь же я хочу только в несколь- 
ких словах охарактеризовать ход 
мыслей в этом доказательстве. Ис- 
ходят от элементарного треуголь- 
ника, на который, конечно, всегда 
можно натянуть мембрану, и из нее 
получают последовательно мембраны самого общего вида, 
а именно присоединяя по несколько раз надлежащим 
образом мембраны, имеющие форму круга, с точками 
разветвления в вершинах. Фиг. 82 показывает, в виде 
примера, — в стереографической проекции, — треугольник 
АВС, полученный из элементарного треугольника через 
присоединение полусферы, ограниченной большим кругом 
АВ, вследствие чего как сторона АВ, так и угол С по 
одному разу покрывают сами себя. Легко видеть, что 
при этом процессе дополнительные соотношения оста 


1) Мпег-Зстежег 1893/1804, аизбсать. уой Е. КШег. Меи4икк 
Гарар 1905, рар. 384 #. 
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ются в силе; оказывается, что это нмеет место и для тре- 
угольных мембран самого общего вида, какие только 
можно построить посредством подобных процессов. 

Теперь мы должны точнее присмотреться к тому, ка- 
кое место занимают эти треугольники с дополнительными 
соотношеннями в описанной выше общей теорни. Очевидно, 
они представляют собой только частные случаи, а именно 
— ввиду того, что вообще числа, показывающие, сколько 
раз стороны и углы сами себя покрывают, вполне произ- 
вольны, — такие частные случаи, которые характеризуются 
именно возможностью обтянуть треугольник мембраной. 
Конечно, на первый взгляд это вызывает недоумение: в 
самом деле, как мы видели выше, все собственные тре- 
угольники, даже и те, которые вовсе не удовлетворяют 
дополнительным соотношениям, образуют однн континуум, 
так что каждый из них может быть получен посредством 
непрерывного изменения из элементарного треугольника; 
поэтому казалось бы, что мембрана, натянутая на элемен- 
тарный треугольник, не может при этом процессе погиб- 
нуть. Объяснение этому затруднению получнм, если приме- 
ним принцип Мёбиуса определения знака и к площадям: 
а именно, площадь надо считать положительной, или от- 
==». РИцательной смотря по тому, обхо- 
ЕЕ: ДЯТ ли @ёе в положительном (против 
движения стрелки часов) или в отри- 
цательном направлении. Если кривая, 

Фиг. 83. пересекая самое себя, ограничивает 
несколько частей поверхности, то вся ограничиваемая ею 
площадь равна алгебраической сумме площадей отдель- 
ных частей. На фиг. 83 ‚надо брать разность, а на фиг. 84 
сумму площадей обеих частей. Конечно. этя определения 
представляют лишь геометрическое выражение того, что 
само собой вытекает из аналитического определения 
площади. 

Применяя эти результаты в частности к сферическим 
треугольникам. найдем, что, действительно, каждому соб- 
ствепному треугольнику можно отнести определенную 
площадь на сфере, но только при этом при однократном 
обходе периферии треугольника одни части этой площади 
приходнтся обходить в положительном, другие же—в 
отрицательном направлении, и поэтому при подсчете им 
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следует приписывать различные знаки, Те треугольникн, 
для которых имеет место дополнительное соотношение, 
отличаются только тем, что они состоят из одной только 
мембраны, обегаемой в положительном направлении; этим, 
именно, свойством и объясняется их большое значение 
для целей теории функций, ради которых я их и приво- 
дил раньше, 


фит. 84, Фиг, 85. 


° Теперь я хотел бы пояснить эти вещи на одном примере 
смотри треугольник АБС, изображенный на м 85 
в стереографической проекции, причем А есть более 
даленная от дуги ЕС точка пересечения Сольших крутой 
А н СА); вторая точка пересечения обозначена буквой А”. 
Внутренние углы треугольника ил, эл измеряют вращение 
стороны АВ’до совпаденья с ЕС и стороны ВС до совпа- 
дения с СА; оба они положительны. Нлоборот, угол Дм, 
на который надо повернуть сторону СА, чтобы привести 
ее в совпадение со стороной АВ. надо. согласно правилу 
Мёбиуса, считать отрицательным; положим А = —'. Треу- 
гольник А’ВС представляет, очевидно, элементарный 
треугольник с углами /’л, мя, я которые все положи- 
тельны. При обходе треугольника АВС в указанном напра- 
влении приходится треугольник А’ЕС обходить в положи- 
тельном, а сферический двусторснник АА’ в отрицатель- 
ном направлении, хак что за площадь треугольника надо 
считать, согласно условиям Мёбнуса, разность этих двух 


частей сферы, Это распадение треугольной мембраны на 
положительную и отрицательную часть можно, пожалуй, 
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сообразно направлению обхода периферии, представить 
себе наглядно, принимая, что. мембрана перекручена в 
точке А’, так что нижний двусторонник оказывается 
обрашенным своей задней, отрицательной, стороной кверху. 
Нетрудно составить и более сложные примеры в том же 
роде. 

В заключение я хочу показать на этом же примере, 
что при этом обобщенном определении площади остается 
в силе элементарная. формула площадей сферическсй 
тригонометрии. Как известно, площадь сферического тре- 
угольника с углами Ал, ил, тя на сфере радиуса 1 равна 
так называемому „сферическому избытку“ (4 + и -+ ®— 1)л, 
поскольку 4, и, ?>0. Убедимся же в том, что эта фоо- 
мула справедлива и для нашего треугольника АВС. 

ействительно, площадь элементарного треугольника А’ВС 
равна (4’-- и-- »—1)ям; из нее надо вычесть площадь сфе- 
рического двусторонника АА’ с угловым отверстием Ая, 
равную 2’ (ибо площадь двусторонника пропорциона- 
льна его углу, и при угле в 2л она равна поверхности 
всей сферы, т. е. 4л). Получается следующая величина 
поверхности треугольннка АВС: 


ие — Пя 29 = (Уи — Пя = аи. 


Аналогично этому, если поп вать натянуть мембрану 
из нескольких кусков на собственный треугольник с про- 
извольными углами и сторонами и затем определить на 
основанин правила знаков площадь как алгебраическую 
сумму отдельных частей, то представляется вероятным, 
что формула А-+и--?—1)л окажется справедливой, 
‚причем разумеется, Ал,... надо рассматривать как дей- 
ствительные углы мембраны, а не как ее внешние углы. 

Относящиеся сюда исследования, еще, правда, не выпол- 
нены, но, наверное, не представляют очень больших труд- 
ностей и я считал бы весьма желательным, чтобы этим 
вопросом занялись. Особенно важно было бы выяснить 
роль несобственных треугольников. 

На этом я оставляю область тригонометрии и обраща- 
юсь ко второму важному приложению теории гониомет- 
рических функций, так же относящемуся к области школь- 
ного преподавания, 
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В. УЧЕНИЕ О НЕБОЛЬШИХ КОЛЕВАННЯХ, В ОСОБЕН- 
НОСТИ О КОЛЕБАНИЯХ МАЯТНИКА, 


Прежде всего я напомню вам вкратце тот вывод за- 
кона колебаний маятника, который мы обыкновенно изла- 
гаем в университете, пользуясь исчислением бесконечно- 
малых. Предположим, что маятник висит на нитн, длина 
которой равна [; обозначим через ф угол, который маят: 
ник составляет с положением равновесия (фнг. 86). Так 
как на маятник действует сила тяжести #, направленная 
вертикально вниз, то, согласно Основ- 
ным уравнениям механики, движение 
маятника определяется следующны урав 
нением: 


@ф Е 

— = — ЯП ф. 1 

а ро (1) 

Для небольших колебаний можно с до- Фиг. 86. 


статочным приближением заменить зп ф 
через ф, что дает для так называемых бесконечно малых 


колебаний маятника такое уравнение: 

Е. 

ав г” (2) 
Общий интеграл этого уравнения выражается, как изве- 
стно, посредством круговых функций, которые таким 
образом, играют здесь роль, — как мы уже указывали, — 
именно благодаря их диференциальным свойствам (появле- 
ние тригонометрической величины $тф в уравнении (1) 
не играет здесь роли); именно, общий интеграл имеет вид: 


И сз ИЕ 
1 


где А, В обозначают произвольные постоянные, или иначе 


С. оз] / 4—6 


где постоянная С называется амплитудой, а к — фазой 
колебания; отсюда получаем для времени полного коле- 


бания величину: ^ а 
‘т 1. 
Г 


м 
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Но совершенно иначе, —по сравнению с этими про- 
стыми и ясными рассуждениями, которые, конечно, стано- 
вятся еще нагляднее при 60.^е обстоятельном изучении 
вопроса, — складывается так называемое „элементарное“ 
изложение закона качаний маятника, принятое в школе, 
При этом изложении хотят совершенно избегнуть всякого 
последовательного применения исчислення бесконечно ма- 
лых, между тем как физика как раз здесь, в силу внут- 
ренней природы ее проблем, повелительно требует приме- 
нення методов бесконечно малых; в результате оказыва- 
ется, что прибегают к помощи специального приема, 
изобретенного а@ Нос и содержащего ндеи анализа бес- 
конечно малых, но только не называют их собственным 
именем. Разумеется, при этом получается крайне сложное 
построение, если только от него требуется действитель- 
ная точность; поэтому на деле этот прием излагают боль- 
шей частью с такими пропусками, что, собственно говоря, 
вряд ли можно говорить о доказательстве закона коле- 
баний маятника. Таким образом получается тако» курьез- 
ное явление: один и тот же учитель на одном уроке— 
математики — нанболее требовательно относится к логиче- 
ской строгостн доказательств, которой по его мнению, 
уваследованному от традиций ХУШ века, не удовлетво- 
ряет исчисление бесконечно малых, а на следующем уроке 
—физики— прибегает к крайне сомнительным заключениям 
н к самому смелому применению бесконечно малых. Крити- 
ческое рассмотрение „элементарных“ способов изложения 

чения о маятнике содержится в очень интересном этюде 
имердинга!), озаглавленном „Математика в учебниках фи- 
зики“ (стр. 49 и сл.). В нем содержатся вообще полроб- 
ные исследования математических методов, по традиции 
сохраняющихся в преподавании физики; при этом все 
снова и снова обнаруживается, до чего всякое рассужде- 
ние здесь затрудняет; даже удовлетворительное изло- 
жение становится часто совершенно невозможным благо- 
‹аря такому искусственному исключению исчисления 
бесконечно малых из элементарного преподавання. 


1) Н.Е. Тущег@4:0р, О МафетаЧК 1а деп рпузКаИзсНен [ерг- 
Баснего, Ва. Ш, Ней 2 цитированных выше „АБНап@шиареп 4ег 1МОК“ 
И.е1ра фе м. ВетИт, 1910). 


| 
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Разрешите мне, со своей стороны, для лучшего уясне- 
ния изложить в нескольких словах ход мыслей в таком 
элементарном выводе закона колебаний маятника, кото- 
рый действительно применяется в учебниках и в школе. 
В этом доказательстве исходят из конического маятника; 
так называют пространственный маятник, который с рав- 
номерной скоростью у опи- 
сывает окружность вокруг 
вертикальной оси, так, что 
нить маятника описывает 
при этом поверхность кру- 
глого конуса (фиг. 87). Та- 
кое движение в механике 
называют правильной пре- 
цессией. Возможность та- 
кого движения в школе счи- 
тают, конечно, установлен- 
ной опытом и задаются 
лишь вопросом о том, какие соотношения имеют место 
между скоростью У н постоянным отклонением маятника 
от вертикали ф ==а (т. е. углом, измеряющим отверстие 
конуса, описываемого нитью). Начинают с того, что на- 
ходят для радиуса круга, описываемого маятником, вели- 
чину г=1. 81па, где вместо т а можно вставить а, если 
предположить, что угол а достаточно мал. Затем гово- 
рят о центробежной силе и выводят формулу, согласно 
которой наша точка описывающая окружность со ско- 
ростью у, развивает центробежную силу, равную 


о 
тра 


Фиг. 87 


Чтобы движение не нарушилось, ее дояжна уравно- 
вешивать равная по величине сила, направленная к центру 
окружности, — так называемая цеитрострем итель- 
ная сила. Но последней является слагающая силы тя- 
жести, расположенная в плоскости окружности и рав- 
ная #-(5а, что при достаточно малом а можно положить 
равным &:4. Таким образом получаем искомое соотно- 
шенне в следующем виде: 

№ ть 
-=#.а или ужа у #.1. 


{а 
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Отсюда находим, что время одного колебания маятника 
Т, т. е. то время, в течение которого маятник описывает 

полную окружность 2яг = 22а, равно: 

темы ея ТТ. 

® Е’ 
другими словами, конический маятник совершает в случае 
достаточно малых отклонений а — правильную прецессию с 
определенным периодом, величина которого не зависит ота. 
Если мы хотим подвергнуть критике уже эту часть 
вывода, то прежде всего, замену з1п а и {в а череза мы можем 
признать допустимой; такую замену мы сами совершали в 
нашем точном выводе (стр. 281); действительно благодаря 
ей получается переход от „конечных“ колебаний к „беско- 
нечно малым“ колебаниям. В противоположность этому, 
формула центробежной силы может быть получена „эле- 
р ментарным путем“ только ценой 
различных неточностей, которые 


у 
находят свое истинное обосно- 
вание лишь в диференциальном 
исчислении. А именно, уже оп- 
ределение центробежной силы 


х 
нуждается в сущности даже в 
понятии второй производной, так 
что при элементарном выводе 


приходится исказить и послед- 

Фиг. 88. нее. Вследствие этого возника- 
ют— за невозможностью ясно 

выразить то, о чем идет речь — огромные затруднения 
для понимания, которые при применении диференциаль- 
ного исчисления совершенно не имели бы места. Мне 
не приходится входить здесь в детали, тем более, что 
я могу указать вам на очень легко написанные програм- 
мные статьи покойного директора альной гимназии в 
Гюстрове (Сйзго\у) Зегера (Н. еврей), в которых, между 


1) Цеег Че `'З!еНипя 4ез Шеявеп Кеа|зупзпаз!ит$ хи етет ВезсН|из- 
зе 4ег 1её4еп Вейшег Эспшсоогеп2. Обятом 1891. Ни ртоги. № 649. 
Оебег @е Э1еПииа дез Шезреп Веа!хутпазит 2и 4ет Е а3$ @ез рееиз- 
веНеп ИщегисМ ти етитз уой 1892 (1893,! № 653). Ветекипреи 
ЯБег АБатепгипа цпа а Чез ОщегисНз т Чеп Е1еимещеп ги 
шйиНеятатесвииие (1894, № 658) 


ГОНИОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 285 


прочим, подвергнуты подробной критике, соответствующей 
нашей точке зрения, различные выводы формулы цен- 
тробежной силы. 

Но на этом еще далеко не кончается вывод закона 
колебаний маятника. Мы показали только возможность 
равномерного движения по кругу, которое на языке ана- 
литической механики изображается нижеследующими урав- 
нениями, если возьмем оси ху вплоскости этого круга 
(т. е. при наших упрощениях, в плоскости касательной 


к сфере) (фиг. 88): 


о | 
ера. 


Но мы желаем получить плоские качания маятника, дру- 
гими словами, тяжелая точка маятника должна двигаться 
по нашей плоскости ху вдоль одной прямой— осн х; а 


чтобы приотклоненииу= т получилось верное уравнение 
(3), его уравнение движения должно иметь такой вид: 


ИН: сз] ГС — В) Ыб (5) 


Итак, нам надо от уравнений (4) притти к уравнениям (5), 
причем мы не должны пользоваться диференциальными 
уравнениями динамики. Этого достигают, вводя прин- 
цип наложения небольших колебаний, согла- 
сено которому, если возможны два движения 
хуи ху, то возможно и движение х-х,, 
у--у.. А именно, мы можем комбинировать левовращатель- 
ное движение маятника, выражаемое уравнениями (4), с 
правовращательным движением, определяемым такими 
уравнениями: 


х, = 4 со / — 1), у= — @зт у“ — 4%). 
1 


. | 
В результате, если взять а =-„„то движение х ху, 
в действительности представляет то колебательное дви- 


(4) 
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жение маятника, выражаемое уравненнями (5), которое 
мы хотели вывести. 

При критике этих рассуждений прежде всего возника- 
ет, конечно, вопрос о том, каким образом можно обосно- 
вать или, по крайней мере, сделать правдоподобным, не 
пользуясь диференциальным нсчислением, принцип наложе- 
ния колебаний. Но, главным образом, при всех таких 
элементарных приемах изложення всегда возникает вопрос 
о том, не могут ли такие последовательно допускаемые 
неточности привести в результате к заметной ошибке, 
хотя бы в отдельности эти неточности и были допустимы. 
Подробнее останавливаться на этом мне не приходится, 
так как эти вопросы столь элементарны, что всякий из 
вас может самостоятельно продумать их до конца, раз 
ваше внимание на них обращено. Я же хотел бы еще 
раз отметить, что здесь речь илего следующем централь- 
ном пункте проблемы преподавания: с одной стороны, 
здесь ясно выступает потребность принимать во внима- 
ние исчисление бесконечно малых, а с другой стороны, 
обнаруживается необходимость введения гониометрических 
функций в общем виде, независимо от их специального 
применения к геометрии треугольника. ^ 

Теперь я перейду к последнему из тех применений 
гониометрических функций, о которых я имел в внду 
говорить. 


С. ИзсвраАжхевние ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ ПО- 
СРЕДСТВОМ РЯДОВ ИЗ ГОННОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНК- 
ций (ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ РЯДЫ). 


Как известно, в астрономии и в матемгтической физике 
во множестве случаев приходится рассматривать и вычис- 
лять периодические функции, и вот здесь-то упомянутое 
в заглавии изображение н представляет самое главное и 
постоянно применяемое средство исследования. 

Представим себе, для большего удобства, что еди- 
ница меры выбрана так, что пернод данной периодиче- 
ской функции у ==] х) равен 2я (фиг. 89). Вопрос заклю- 
чается в том, нельзя ли такую функцио /(х) приближен- 
но изобразить посредством агрегата косинусов и сину- 
сов целочисленных кратных 2л, вплоть до первой, вто- 
рой,..., вообще п-й кратности, в соединении с подхо- 
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дяше выбранными постоянными множителямн; другими 
словами. нельзя ли заменить ](х) с достаточио малой 
ошибкой выражением такого вида; 


$,(х) = + а, с0зх + а с0525 +... ‘+ 4, 60$ ИХ (1) 
+ и зтх- 6, $ 2х +... - п их. 


В постоянный член вводят множитель 1/, с тем, чтобы 
приводимое ниже выражение для коэфициентов было 
действительно вполне общим. 

Прежде всего, я должен снова пожаловаться на изло- 
жение, принятое в учебниках. А именно, вместо того что- 
бы поставить на первый план только что указанную 
злементарную про- 
блему, авторы учеб- 
ников считают еднн- о 
ственным заслужи- 
вающним внимання 
примыкающий сюда 
теоретический во- . 
прос о том, нельзя ли изобразить ]|(х) точ- 
но посредством бесконечного ряда; так смо- 
трит на дело даже Шефферс (ЗсвеНегз), который, как я 
недавно говорил, отлично понимает дух элементарного 
изложения. Похвальное исключение представляет Рунге 
(Рилее) в своей книге „Теория и практика рядов“1), 
Но сама по себе такая постановка вопроса для практи- 
ческнх целей совершенно лишена интереса, нбо на прак- 
тике можно суммировать только конечное и то только 
не слишком большое число членов; решение указанного 
теоретического вопроса совершенно не позволяет само 
по себе судить о практической пригодности ряда: действи- 
тельно, из сходимости ряда никоим образом нельзя зак- 
лючать, что его первые члены выражают сумму ряда 
хотя бы с самым грубым приближением; точно так же, 
как и, обратно, несколько первых членов расходящегося 
ряла могут быть весьма пригодными для практического 
выраження функции. Я нахожу нужным особенно подчер- 
кнуть эго, так как тот, кто знаком только с таким обыч- 


Фиг. 89. 


1) Тнеоне ци Ргах!5 Чег КеШеп ‹Затийилв ЗениБей» 32, Гера 1904. 
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ным изложением и затем, проделывая физический практикум 
(общий курс измерительных опытов по физике), хочет на 
деле применить конечные тригонометрические ряды, обык- 
новенно вводит сам себя в заблуждение такими ложными 
заключениями. 

Еще поразительнее покажется это обычное пренебре- 
жение конечными тригонометрическими рядами, если вспо- 
мним, что их уже с давних пор подвергали самостоятель- 
ному изучению. Основы этого изучения дал астроном 
Бессель еще в 1815 г. Подробности относительно истории 
и литературы этих вопросов вы найдете в статье Бурк- 
хардта (Вигквага{) о „тригонометрической интерполяции“ 
в „Епсук!. 4. Мафет. \/взепзсн.“, ПА 9, рао. 642 Н. 
Впрочем, те формулы, о которых здесь идет речь, в сущ- 
ности совпадают © теми, которые встречаются при обыч- 
ных доказательствах сходимости, но только те идеи, 
которые мы с ними соединяем, приобретают здесь иную 
окраску и облегчают практическое пользование этими 
вещами, 

Теперь я перейду к ближайшему рассмотрению нашей 
темы и начну с вопроса о наиболее целесообразном 
определении коэфициентов а, 6 при данном числе членов п. 
Для этой цели уже Бессель выработал одну идею, при- 
мыкающую к методу наименьших квадратов. Погреш- 
ность, которую мы совершаем, заменяя /(х) в точке х 
суммой 2л -- | тригонометрических функций — обозначим 
ее через а равна [(х)—5(х); мерой пригодности 
изображения функции /[(х) во всем промежутке 0<х<2я, 
составляющем один период, может служить сумма квад- 
ратов всех ошибок, т. е. интеграл: 


2я у \2 
фа | Ко—5,® | 4. : 


Наиболее целесообразное приближение значений функ- 
ции | х) доставит, следовательно, та сумма $5(х), для кото- 
рой этот интеграл / получает наименьшее значение; на 
основании этого требования Бессель определил значе- 
ние всех 21--1 коэфициентов @ъ, а1„..@» бл ба. бл. 
В самом деле, необходимые условия минимума / как 
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функции наших 27 -- 1 величин выражаются такими урав- 
нениями: 


О, 0, 
да да, да ‚ & 

И = 91 0 

я. я, | 
Так как Г представляет собой квадратичную, существеяно 
положительную функцию переменных 4, ... ‚6, то не- 


трудно видеть, что те значения этих переменных, кото- 
рые получаются из уравнений (2), доставляют для 1 дей- 
ствительный минимум. 
Если выполнить диференцирование под знаком инте. 
грала, то уравнения (2) примут такой вид; 
3: } 
( (7х — 5.5) ах =0, 


и 


=: Ч 0. С <) —5,( | 
(ко /х )созх х | х) и )х | 


>— 1 


х созпх ах -= 0, й 
#7 ря 


Г (9—5. )пхах=0. -ь [(9—5,69) х 
у ани в. } 


й 


Но интегралы от произведений 5(х) на косинус иян си- 
нус можно значительно упростить. Действительно, при 
у=0, 1,..., П находим: 

2" 2 

[5.69 с03 ВХ. ЦХ = =. | созих 4х + 

й о 
Е: 3 


| @. | созх . созех. Их - . На, | сознх - соз их. Чх + 


“ у 


+8 [мл х.с0$ #х . ах -|- 


2 
+ [зп пх ‹ соз 9х ‹ ЦХ, 
5 


19 + Клейн. Элементарная математика 
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Согласно известным свойствам интегралов гониометри- 
ческих функций все члены справа равны нулю, кроме 
члена с индексом т, содержащего косинус, который 
имеет, как известно, простое значение а,7; таким обра- 
зом: . 

2“ 


(5,(%) . созэх . 4х =а, п (=0,1...1). 


ий 


Эта формула справедлива и при 7 =0 благодаря тому, 
что мы присоединили множитель т к коэфициенту (о. 


Таким же образом.находим далее, что 
21 
(5,69 ‚зплх. Чх=Ь:я (Р=1,2,...,П). 


` 


Эти простые соотношения показывают, что каждое из 
уравнений (2’) содержит только одно из 21-1 неизве- 
стных; поэтому мы можем сразу написать значения этих 
неизвестных: 


13 


2 
1 
а, = [Косов 4х (2 =0,1,...,П), 


9 
25 

в, = [ода эхах @=1,....,П). 
[1 


| 
Го 


Во всем дальнейшем мы будем считать, что коэфициенты 
$,(х) имеют эти именно значения; тогда / действительно 
получит свое нанменьшее значение, именно равное 


ка „У а, —п у в, 
© у =0 э=1 


Весьма важно отметить то обстоятельство, что полу- 
ценные таким образом значения коэфициен- 
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тов совершенно не зависят от общего чис- 
ла членов ряда п; даже более того, коэфициент, при- 
надлежащий члену соз эх или зтх, сохраняет одно и то 
же значение независимо от того, применяют ли для 
приближенного вычисления функции /(х) по тому же са- 
мому принципу один только этот член или же в соедине-. 
нии с любыми другими членами. Если бы, например, мы 
захотели. возможно ближе подойти к значениям функ- 
ции /(х) с помощью одного только члена с косинусом: 
а, созох, так что должно было бы 
2^ 


| (к —@, с0$ „к 4х = пип, 
Г 


то и в таком случае мы получили бы для а как раз 
написанное выше значение. Благодаря этому указанный 
метод приближения оказывается особенно удобным на 
практике. Если бы мы пожелали, например, приближенно 
изобразить функцию, ход изменения которой похож на 
ход изменений синуса, с помощью одного только кратного 
чпх и затем увидели бы, что это приближение недоста- 
точно точно, то мы могли бы присоединить еще сколько 
угодно членов в виде слагаемых, — и. все на основании 
того же принципа наименьшей суммы квадратов оши` 
бок,—не изменяя величины уже найденного первого члена. 

Теперь мне предстоит показать вам, насколько суммы 
$(х), определенные указанным образом, приближаются 
в отдельных случаях к данной функции К(х). Но мне пред- 
ставляется весьма целесообразным предпослать такому 
исследованию  естественно-научный экспериментальный 
метод, а именно построить для нескольких конкретных 
случаев правильное графическое изображение приближен- 
ных кривых $,(х). Это дает живое представление о сути 
деда и вызываег даже у людей, не имеющих специаль- 
ной склонности к математике, интерес и потребность 
в математическом образовании. 

Я покажу вам в оригинале и на экране некоторые 
из таких чертежей, изготовленных Шиммаком, моим быв- 
шим ассистентом, для лекций, читанных мною в зимнем 
семестре 1903/1904 г., в которых я подробно говорил об 
этих вещах. з 


19* 
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1. Наиболее простые функции, для которых вообще 
нмеют смысл наши интегралы, служащие для определе- 
ния коэфициентов, мы получим, составляя кривые из 
прямолинейных отрезков. Пусть, например, кри- 
вая хх) идет от 0 до _ по прямой под углом в 45° 


кверху, затем под таким же углом спускается вниз до 
абсциссы х== и, наконец, снова под углом в 45° под- 
намается вверх до точки х=9я; далее функция повто- 


ряет этот период (0,2л) (фиг. 90). Если станем вычислять 
соответствующие коэфициенты, то увидим, что все а, == 0, 


=> 


'.-2 


Фиг. 90. 


так как /(х) представляет нечетную функцию и вследствие 
этого остаются только члены с синусами; получается 
такой ряд: 
зах _ зЗх ‚#15 ) 
т 3 5 У 


5% =^ 

я 
На фиг. 90 представлен ход кривых, изображающих 
сумму одного и двух первых членов. Они примыкают 
все ближе и ближе к данной кривой у = [(х), причем 
число точек пересечения их С этой кривой постоянно 
возрастает. Особенно замечагельно то, как эти прибли- 


женные кривые все больше и больше н игаются в углы, 
я 


образуемые кривой Кх) в точках с абсциссами 7 = рее» 


хотя сами они как аналитические функции не могут об- 
разовывать углов, 
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2. Пусть линия Кх) от 0 до х=я потымается вверх 
под углом в 45° по прямой линии, затем делает внезап- 
ный скачок вниз до значения —я и потом снова поды» 
мается вверх под углом в 45° до Зя; такнм образом 
кривая состоит из 
ряда параллельных 
прямолинейных от- 
резков, проходящих 
через точки Х==0, 
2л, 4л.... оси Хх 
(фиг. 91). Вставляя 
в местах разрыва по 
вертикальному ОТ- 
резку, соединяюще- 
му оба конца наклоя- 
ных отрезков, мы 
изобразим нашу 
разрывную функцию 
посредством непре- 
рывной линии, напо- 
минающей те штри- 
хи, которые все вы делали в начале обучения письму. 
Это опять нечетная функция, так что все члены с коси- 
нусами выпадают, и разложение в ряд нмеет такой вид: 


зтх пах, яп3х ча 4х 
("А -" о: в 


На фиг. 91 изображены суммы первых двух, трех, четы- 
рех членов; и в данном случае особенно замечательно 
то, что они как бы стремятся подражать разрывам функ- 
цин / (х), проходя, например, через нулевое значение при 
-=я все более крутым падением. 

3. В качестве последнего примера возьмем кривую, 


„я п в 3» 
которая для0д хх << равна — —< ее 
рая д ео Р о о нее 
Зя _ я 
лю и для 5 © х <2л равна —. а дальше периоди- 
чески принимает такие же значения. Вставляя, как и 


раньше, вертикальные отрезки в местах разрыва, мы: 
получим крючкообразную линию. И в данном случае 
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только члены с синусами отличны от нуля, ибо функция 
нечетная, а именно: | 
$) = зтх 20 + 


зи 5х 
5 


+ 


зтбх ‚ ят7х зп 9х 
6 о р .. 


Здесь закон коэфициентов не столь простой, как в преды- 
дущих случаях, и соответственно этому переход от одной 
приближенной кривой к другой (на фиг. 92 изображены 
кривые для сумм из 3, би 6 членов) не так ясен, как 
в прежних примерах. 

Перейдем теперь к вопросу о том, как велика вообще 
та ошибка при определенном значенни х, которую мы 
совершаем, заменяя /(х) суммой $,(х); до сих пор мы 


а 


интересовались только интегралом этой ошибки, взятым 
по всему интервалу. Теперь, для отличия от абсциссы х, 
которую мы считаем постоянной, будем обозначать пере- 
менную интегрирования в интегралах, входящих в вы- 
ражения коэфициентов а, 6, (3), через 5. Тогда наша 
конечная сумма (1) примет такой вид: 

2" 


$„(х) = г 4#./(&).: [+ с05хс0з6+с0$2х 0524 +... 


„К соз их с0$ Па- $1 х зп ЕЕ зт Эх зт 2&-... - п пх п и: : 
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илн же, соединяя каждые два слагаемые, стоящие одно 
под другим, в один чиен: 


2= 
5 = 1 [48 -®. [у+еоз«— 9 +6032 «9+... 


у 


...-{ сози(#—8)}. 


Ряд, стоящий в скобках, нетрудно суммировать; удобнее 
всего, пожалуй, сделать это, переходя к комплексной 
показательной функции. 

результате,— в детали я не могу здесь входить,-— 
получается следующее выражение, если воспользоваться 
тем обстоятельством, что в силу пернодичности подинте- 
гральной функции за пределы интегрирования можно 
прннять —яи п: : : 


Г п + . (Е—х) 
= | 48-8 
зш 5 (&—х) 


Чтобы получить представление о величине этого ин- 
теграла, построим сперва кривые: 


т 5&—» 


для промежутка х—я<5<х-я оси 8; они, очевидно, 
похожи на ветви гиперболы. Между этими ветвями со- 
вершает колебания кривая 


—9 
МХ. 


и именно тем чаще, чем больше п. Для &==х опа прни- 
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нимает значение, растущее одновременно с п; рав- 
ное = я . Если положить для простоты ](&) =1, 


* +п 
то$, (х) = [›.4 представит площадь, ограниченную 


кривой 7 и осью $ (на фиг. 93 заштрихованная часть). 
Но обладая хотя бы в некоторой степени чувством не- 
прерывности, легко убедиться в том, что при достаточно 
большом значении п как справа, так и слева пло'цади, 


соответствующие отдельным колебаниям, которые попе- 
ременно подожительны и отрицательны, должны друг 
друга компенсировать, так что остается только площадь 
очень высокого и узкого среднего куска; последний же, 
как нетрудно видеть, при возрастании п переходит как 
раз в значение } (х) =1. Совершенно так же в общем 
обстоит дело, когда | (х) представляет любую не слиш- 
ком разрывную функцию, но непременно непрерывную 
при х = &. 

ве точно соображения, выраженные в более 
строгой форме, лежат в основании доказательства Ди- 
рихле (ПуисШе!) сходимости бесконечных тригонометрн- 
ческих рядов. Это доказательство Дирихле впервые 
опубликовал в ТУ томе журнала Крелля (СтеПез Гоитпа!) 
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в 1829 г. !) Позднее он дал (1837) популярное изложе 
ние в „Керецонит ег Рпуз1К уоп уе ипа Мозег“, В на- 
стоящее время это доказательство приводится в большин 
стве учебников, так что мне не приходится здесь на нем 
останавливаться. Я должен лишь назвать те условия, ко- 
торым должна удовлетворять функция ](х), чтобы ее 
можно было представить в виде бесконечного тригоно- 
метрнческого ряда. Предположим снова, что функция / (х) 
дана в промежутке О«%х<2л и затем продолжается 
периодически. Дирихле делает следующие допущения, 
называемые теперь просто условиями Дирихле: 

а) функция /(х) рай целыми отрез- 
ками, т, е. в промежутке (0, 2я) функция делает только 
конечное число скачков; 

Ь) функция [(х) монотонна целыми отрез- 
ками, т. е. весь промежуток (0, 2=) можно разбить на 
конечное число таких более мелких интервалов, что в 
каждом из них [(х) либо не возрастает, либо ке убывает— 
другими словами, |(х) обладает лишь конечным числом 
максимумов и мичимумов. Поэтому приходится нсключить 


такие, например, функции, как мп, для которой в 


окрестности точки х=0 скопляется бесконечное число 
экстрем, мов. 

При соблюдении этих условий, как показывает Дирихле, 
бесконечный ряд точно представляет значение функции 1<) 
во всех точках х, вп которых последняя непрерывна: 


Шт 5, (х) = Д(х). 


Но далее Дирихле показывает, что и в точках раз- 
рыва ряд этот сходится, а именно, сумма его 
при этих значениях х равна арифметическо- 
му среднему тех значений, которые прини- 
мает /х), если приближаться справа н слева 
к точке разрыва; или, как принято писать: 
ы Нт $, (х) = НЫ 9. 
Я:=оо 


ны Фе Оаг\еШипр ваше эчИкантВсвег ЕиикЦопей ФисН низ 
пи Созншзге еп“. Перенечатано в собрании сочинений: \УегКе, Ва. ГВ 
раз. 133—160 и в издании Ога 4$ К|азякег, № 116 (Герав 1600). 
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На фиг. 94 отмечены такие точки разрыва и те значе- 
я, о которых идет речь. 

— равные условия Дирихле, налагаемые на функцию 

1 (х), только достаточны, но НИ в коем случае не и. 

ются необходимыми для того, чтобы [(х) была представ 


о 
‚. Но, с другой стороны, не достаточн 
р | —. предполагать только не- 


прерывность ](х); можно 
построить непрерывные 
функции, у которых бес- 
численное множество ко- 
лебаний столь сильно 
сгущено, что ряд$ (х) рас- 
ходится. 
фиг. 94. После этих — скорее 
теоретических — замеча- 
ний я хочу сказать несколько. слов о практической сто- 
роне тригонометрических рядов. Более подробный Ре 
бор относящихся сюда вопросов вы найдете в указанно 
уже выше книге Рунге. В ней вы найдете обстоятельное 
исследование вопроса о вычислении коэфициентов ряда 
в числах, т. е. вопрос о том, как можно наиболее быстро 
вычислить для данной функции интегралы, входящие в 
выражения для а, и 6». | 
Построены также специальные механические аппараты 
для вычисления этих коэфициентов, так называемые 
гармонические анализаторы. Это название объ- 
ясняется тем значением, какое, как известно, имеет разло- 
жение данной функции у == | (Х) в тригонометрический ряд 
в акустике; оно в точности соответствует разложению 
любого тока у ==](х) (где х означает время, а у — ампли- 
туду колебаний, соответствующую данному тону) на „чис- 
тые тона“, т. е. на чистые косинусоидальные и синусои- 
дальные колебания. В нашем собрании моделей ин прибо- 
ров имеется анализатор, построенный Корали (Согаа!) в 
Цюрихе; он позволяет определить коэфициенты первых 6 
членов с синусами и 6 членов с косинусами =... 6), 
так что в общем дает 12 коэфициентов. Коэфициент т 
приходится вычислять отдельно посредством планиметра. 
Майкельсон (Мисне!зоп) в Чикаго и Стреттон (ЗгаНоп) 
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построили аппарат, позволяющий вычислить даже 160 коэ- 
фициентов (7=1, 2,..., 80); вы найдете его описание 
в книге Рунге. Этот аппарат позволяет и, обратно, сум: 
мировать данный тригонометрический ряд из 160 чле- 
нов, — другими словами, по данным коэфициентам восста- 
новить самую функцию |(х); конечно, эта задача тоже 
имест громадное практическое значение. 

Аппарат Майкельсона-Стреттона впервые обратил вни- 
мание на одно интересное явление, собственно говоря, 
совершенно элементарного характера 1); приходится удив- 
ляться тому, что до тех пор оно оставалось незамечен- 
ным. Впервые. заговорил о нем Гиббс (С1ЪЪ5) в 1899 г. на 
страницах журнала „Ма{иге“ 3), и поэтому его и назы- 
вают явлением Гиббса. Позвольте мне сказать о нем не- 
сколько слов. По теореме Дирихле значение бесконеч- 
ного тригонометрического ряда при определенном значе- 

Гео +1-®.. 
нии Хх ОНО ое ‚; так, во втором из на- 
ших примеров, — чтобы иметь в виду конкретный слу- 
чай, — сумма ца, в этом смысле слова, предстазляет 
функцию, изображенную на фиг. 95 с изолированными 
точками для х =, Зл,... 

Но раньше мы смотрели на тригонометрическое при- 
ближение иначе, чем Дирихле, который оставляет вели- 
чину Хх постоянной и заставляет п расти до бесконеч- 
ности. Мы, напротив, оставляли значение п постоянным н 
рассматривали $,(х) при переменном х и таким образом 
строили последовательные приближенные кривые $, (х). 
$» (х), $з (х),... Вопрос заключается в следующем: что 
станет с этими кривыми, если п будет возрастать до бес- 
конечности? Или, выражаясь арифметически: вокруг каких 
значений сгущаются значения $,(х), когда п при пере- 
менном х стремится к бесконечности? Ясно, что теперь 
предельная функция не содержит более изолированных 
точек, как прежде, т. е. у Дирихле; напротив, мы должны 


1;) Как видно из статьи „Григонометрические ряды и интегралы“, 
помещенной в геттингенской энциклопедни (Епгукора4е, ИП, 127, 
стр. 1049), Г. Вильбрагам (Н. \/ИЬгапат) уже знал и количественно под- 
считал описываемое пнже явление. 

2) В4. 59 (1898), раз. 200 или в Зс1епНс рарегз, 11 (Мех Уогк, 
1906), рая. 298 
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получить сплошную линию. На первый взгляд представ» 
ляется вероятным, что эта кривая будет состоять как 
раз из непрерывных ветвей кривой у=/(х) и из верти- 
кальных отрезков, соединяющих значения 1-0) и 
1(х— 0) в местах разрыва; в упомянутом примере это 
была’ бы линия, напоминающая немецкую букву „м“ 
(фиг. 91). На самом же деле оказывается, что вертикаль- 
ный отрезок предельной кривой всегда несколько выхо- 
дит кверху и книзу за пределы значений е-0) и 
1(х— 0) на конечную длину, так что эта кривая имеет 


Фиг. А Фиг. 9$. 


замечательный вид, представленный на фиг. 96. Эти до- 
бавочные хвостики впервые были замечены у кривых, 
построенных аппаратом Майкельсона, так что они об- 
наружены именно эксперимевтальным путем. Вначале их, 
конечно, приписывали несовершенству аппарата, пока Гиббс 
не выяснил необходимость их ноявления Если через О обо- 
значить величину скачка (|/(х-+0)—/(х—0)|), то, как 
показал Гиббс, удлинение должно равняться: 


—-2. (13 4:1 0,280 -= 0,09, 
я 


Что касается обоснования такого утверждения, то доста- 
точно дать его для одной какой-нибудь разрывной 
функции, например для функции, которой мы восполь- 
зовались в качестве примера, — так как все другие функ- 
ции с таким же скачком должны получиться из нее по- 
средством прибавления соответственных непрерывных 
функций. А для этого случая доказательство не особенно 
трудно, а именно оно получается из рассмотрения ипн- 
тегральной формулы для $,(х) (стр. 295). С лрутой сто- 
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роны, можно вполне отчетливо проследить по наброску 
приближенных кривых (фиг. 91), каким образом вознии- 
кает острие Гиббса. 

Я зашел бы слишком далеко, если бы стал входить 
здесь в дальнейшие, крайне интересные подробности 
хода приближенных кривых; но я охотно рекомендую 
вашему вниманию содержательную и легко написанную 
работу Ее]ёг в „Ма. Апп.", Ва. 64 (1907, рая. 273). 

На этом я закончу специальные замечання относи- 
тельно тригонометрических рядов, чтобы присоединить 
к ним отступление, посвященное общему понятию функ- 
ции, которое и по существу дела и исторически очень 
тесно сюда примыкает. 


О. ОБщЕеЕ ПОНЯТИЕ О ФУНКЦИИ, 


Мы должны заняться в нашем курсе этим вопросом, 
тем более, что ведь наша школьная реформа по самому 
существу своему стоит под девизом выделения на пер- 
вый план в школьном обучении этого столь важного 
понятия, 

Сперва мы снова проследим историю развития этого 
понятия. Прежде всего заметим, что у более старых ав- 
торов, каковы Лейбниц н Бернулли, понятие о функции 
встречается всегда лишь в применении к отдельным при- 
мерам, к степеням, к тригонометрическим функциям 
н т. п. Общие формулировки встречаются впервые тольхо 
в ХУШ в. 

1. У Эйлера около 1750 г. мы находим два различных 
определения слова „функция“: 

а) В своем „!пгоЧисНо“ он называет функцией всякое 
аналитическое выражение, содержащее х, т. е. вся- 
кое выражение, составленное из степеней, логарифмов, 
тригонометрических функций и т. д.: точнее, Эйлер не 
определяет выражений, которые он при этом употребляет. 
Впрочем, он уже делает обычное подразделение функ- 
ций на алгебраические и на трансцендентные. 

Ь) Наряду с этим мы встречаем у него, что функция 
у (х) определяется тем, что в плоскости .ко- 
ординат ху начерчена кривая просто от ру- 
ки „Нега тапи Чис#а* (фиг. 97). 
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2. Лагранж в своей „Тнёойе дез юпс#опз апа!уНацез" 
(около 1800 г.) сильно ограничивает понятие о функции, 
сводя его к так называемым аналитическим функ- 
ция м, определяемым посредством степенного ряда относи- 
тельно х. Мы сохранили этот термин „аналитическая функ- 
ция“, хотя, конечно, хорошо знаем, что здесь идет речь 
только об одном специальном классе функций из числа 
тех, которые действительно появляются в анализе. Сте- 


пенным рядом 
у=Ф=м-+ а, х-+ ах +... 


функции определяются только внутри области сходи- 

мости, т. е. в некоторой окрестности значения х = 0. Но 

вскоре был найден способ расширения области, в которой 

функция определена, за пределы первоначального круга 
у 


Г й 
Фиг. 97. Фиг. 98. 


сходимости: если, например, значенне х, лежит внутри 
(фиг. 98) области сходимости ряда $ и если преобразо- 
вать этот ряд в другой степенной ряд, расположенный 
по степеням (х—Х,): 
у = $ (х —х,), 

то может случиться, что область сходимости последнего 
ряда выйдет за пределы области сходимости первого 
ряда, так что У окажется определенным в более обшир- 
ной области; повторяя тот же прием, можно иногда эту 
область расширить еще дальше. Этот процесс анали- 
тического продолжения хорошо известен вся- 
кому, кто хоть немного занимался теорией комплексных 
функций. 

Обратите внимание в особенности на то обстоятель- 
ство, что все коэфициенты степенного ряда $ (х), и сле- 
довательно, и самая функция у, будут вполне определены, 
если будут известны значения функции У вдоль какого- 
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нибудь отрезка оси х, сколь угодно малой длины, на- 
пример, в окрестности точки х == 0; действительно, тогда 
будут известны значения всех производных функций у 
для х=0, и коэфициенты можно определить с помощью 


формул: 
у) = ах у’) = ав у" 0) =24,... 


Таким образом самый маленький отрезок функции, ана- 
литической в смысле определения Лагранжа, вполне ее 
определяет на всем ее протяжении. Это свойство стоит 
в полном противоречии со свойствами функции в смысле 
второго определения Эйлера: всякий отрезок о, 
такой функции можно продолжить произволь- « 

ным образом. 

3. Имея в виду дальнейшее развитие по- 
нятия о функции, я должен назвать теперь 
Фурье (Еоииег) — одного из многочисленных и 
выдающихся математиков, живших в Париже фиг. 99. 

в начале ХХ в. Его главный труд—„Аналити- 

ческая теория теплоты“ 1) — появился в 1822 г.; первое 
сообщение о содержащихся в ‘нем теориях Фурье сделал 
Парижской Академии уже в 1807 г. Это произведение 
является источником всех тех методов современной ма- 
тематической физики, которые можно охарактеризовать 
как сведение всех проблем к интегрированию диферен- 
циальных уравнений с частными производными при 3За- 
данных значениях на границах („ВапаменашеаЪен“). Сам 
Фурье занимается специально вопросом о теплопровол- 
пости, который в простейшем случае состоит в следую- 
щем: край плоской круглой пластинки поддерживается 
при определенной температуре, например одна часть 
края при температуре таяния льда, другая — при темпе- 
ратуре кнпения воды (фиг. 99), спрашивается, какое 
установится стационарное распределение температур 
вследствие распространения теплоты в пластинке? Таким 
образом здесь играют роль значения на границах, которые 
можно по краю пластинки в отдельных частях задавать 
совершенно произвольно, в одной части совершенно не- 


1) „ТИвопе апайуие 4 1а сваеиг", перепечатано в собрании со- 
чннений: Роапег, Оешутез, Т. 1 (Райз 1888), 
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зависимо от другой; поэтому здесь на первый план вы- 
ступает само собой второе определение функции Эйлле ра, 
а не определение Лагранжа. 

4. Это же самое эйлерово определение принимает, в 
сущности, и Дирихле в упомянутых выше работах, но 
только он его переводит на язык анализа или — как го- 
ворят теперь —арифметизирует его. И это дейст- 
вительно представляется необходимым, ибо ннкак я кри- 
вая, как бы тонко она ни была вычерчен., никогда не 
даст точного определения сопряжения значений у и Хпо 
той причине, что толщина черты не позволяет произве- 
сти арифметически точного измерения нужных значений. 

Дирихле формулирует арифметическое содержание 
эйлерова определения следующим образом: „Если в не- 
котором промежутке каждому отдельному 
значению х отнесено одно определенное 
значенне )}, то переменная у называется 
функцией от х“. Владея, таким образом, этим наи- 
более общим понятием функцни, Дирихле все же всякий 
раз имеет в виду, следуя всеми принятому обычаю, пре- 
жде всего непрерывные нли не слишком разрывные 
функции. Если в ту пору и считали вполне возможными 
сложные сгущения точек разрыва, то едва ли предпо- 
лагали, что такие случаи могут представить ннтерес для 
изучения. Эта точка зрения находнт свое отражение и 
в том обстоятельстве, что Дирихле всегда говорит о раз- 
ложении в ряд „вполне произвольных функций“ совер- 
шенно так же, как Фурье говорил о „юпсНоп$ епёёге- 
тел агЬИгашез"; а между тем он очень точно формули- 
рует свои „условня Дирихле“, которым эти функции 
должны удовлетворять. 

5. Теперь мы должны принять во внимание, что в то 
время (около 1830 г.) начинается более общая разра- 
ботка теории функций комилексного переменного, кого- 
рая становится постепенно, приблизительно в течение 
ближайших трех десятилетий, общим достоянием мате- 
матиков. Это развитие связано, прежде всего, с именами 
Коши, Римана и Вейерштрасса; первые два математика 
исходят, как известно, от диференциальных уравнений 
в частных производных, названных по их имени (этим 
уравнениям удовлетворяют вещественьая и мнимая части 
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и, у комплексной функции }(х + 1) =и+ Г”), между тем 
как Вейерштрасс определяет функцию степенным рядом и 
совокупностью его аналитических продолжений, прни- 
мыкая этим в известной степени к Лагранжу. 

И вот оказывается, что этот переход в область ком- 
плексных величин привел к сопоставлению и объеди- 
нению обеих рассмотренных выше точек зрения на функ- 
цию; я остановлюсь на этом несколько подробнее, 

Положим 2=х--1у и станем рас п, 
сматривать степенной ряд: 


(= и = ага... 


предположим, что этот ряд сходится 
прн небольших значениях 2, определяя 
собой, по терминологии Вейерштрасса, 
элемент аналитической функции. Рас- 
смотрим его значения на небольшой 
окружности радиуса г с центром в 2=0 
(фиг. 100), лежащей целиком внутри области сходимости; 
другими словами, подставим вместо 2 в степенной ряд 
величину х-- 7 =г(созф + 51 ф): 


[(2) = с, + сиг (созф + {81 9) - сог? (с03 2ф -- [в 2р) +... 


Если разложим коэфициенты на их вещественные и мни- 
мые части: 


Фиг. 100. 


а — 1 : | 
о =, = — В, в: =а —1,,..., 


то для вещественной части | найдем такое выражение 
и ($) = — + а. гс0$ ф + а? с082ф |... 


... + Рагзтф + Ва? зт 9+... 


Мы преднамеренно взяли чисто мнимые части козфи- 
циентов с со знаками минус с тем, чтобы в последнем 
выражении все знаки были плюс. Таким образом степен- 
ной ряд для |[(2) дает выражение вещественной части и 
на нашей окружности в функции от угла ф, посредством 
тригонометрического ряда точно такого же рода, какой 
мы рассматривали выше, с коэфициентамн в, Г’а,, г” В,. 
Обратно, этот тригонометрический ряд вполне опре- 


20 Ф. Клейн. Элементарная математика 
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деляет собой все величины ау, а,..., В, В»..., а сле- 
довательно, и степенной ряд, не считая постоянного сла- 


гаемого — 1 . Если задано какое-либо распределение зна- 


чений и (ф) по окружности, лишь бы его удалось представить 
в виде тригонометрического ряда, — если, другими сло- 
вами, задана функция в смысле Дирихле, удовлетворяю- 
щая условиям Дирихле, то ей можно указанным образом 
отнести определенный степенной ряд, сходящийся внутри 
взятой окружности (г), т. е. определенную аналитическую 
функцию, вещественная часть которой принимает на этой 
окружности заданные значения и(9). Мы видим, что в 
этом порядке идей понятие функции, в смысле Фурье-Дн- 
рихле, вполне совпадает с определением Лагранжа; только 
та произвольность, которая имеет место по отношению 
к ходу ‘изменения тригонометрического ряда и(ф) вдоль 
всей окружности, степенным рядом вполне концентриру- 
ется в ближайшей окрестности центра окружности. 

6. Но современная наука не остановилась, конечно, на 
образовании этих понятий, ибо наука, как таковая, ни- 
когда не знает отдыха, и только тот или другой иссле- 
дователь может притти в изнеможение. А именно, в про- 
тивоположность тому, что я охарактеризовал выше как 
точку зрения Дирихле, в последние три десятилетия при 
изучении вещественных функций стали интересоваться 
возможно более различными функциями, которые суще’ 
ственно выходят за пределы условий Дирихле. При этом 
были найдены весьма замечательные типы функций, со- 
держащие „отвратительные скопления“ самых неприят- 
ных особенностей. Здесь, прежде всего, возникает вопрос 
о том, чтобы исследовать, в какой мере остаются в силе 
при наличности таких „уродств“ те теоремы, которые 
имеют место для „приличных“ функций. 

7. Наконец, сюда же примыкает совершенно „новое 
обобщение понятия о функции, идущее еще дальше. До 
сих пор функцию всегда считали определенной в каждой 
точке континуума всех вещественных или всех мнимых 
значений х нли же, по крайней мере, во всех точках не- 
когорого интервала или области. Но с тех пор, как все 
более и более стало выступать на первый план создан- 
ное Г. Кантором понятие о множестве, согласно которому 
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континуум всех х представляет лишь пример „мно- 
жества“ объектов,‚—с этих пор стали рассматривать и 
такие функции, которые определены только для значе- 
ний хкакого-либо множества, и стали вообще называть’ у 
ыы от х, если всякому элементу одного множества 
объектов (чисел или точек) х соогветствует определен- 
ный элемент другого множества у. 

Я хочу здесь же отметить одно отличие этих новых 
представлений от прежних: понятия, выясненные в 
по. 1—5, возникли и развились, главным образом, ввиду их 
приложений к изучению природы; стоит только вспом- 
нить заглавие сочинений Фурье! Наоборот, новейшие 
исследовання, упомянутые в пп. би 7, представляют 
продукты чисто математической потребности исследова- 
ния, которая не имеет вовсе в виду нужд естествозна- 
ния; действительно, до сих пор эти исследования иё 
нашли еще прямого применения. Конечно, оптимист дол+ 
жен полагать, что еще придет, несомненно, время для 
таких приложений. 

Но поставим снова свой обычный вопрос о том, что 
из всего этого должна воспринять школа, что должен 
знать о них учитель и что должны знать ученики. 

Прежде всего, если школа несколько, скажем, на три 
десятилетия, отстает от новейших успехов нашей науки, 
если обнаруживается, так сказать, известный гистерезис, 
то это вполне естественно и отнюдь не нуждается в 
оправдании. Но в действительности имеет место гораздо 
более продолжительный гистерезис, обнимающий более 
столетия: ведь школа большей частью игнорирует все 
развитие науки, имевшее место после Эйлера; таким об- 
разом для работы реформаторов остается еще весьма об- 
ширное поле. То, чего мы требуем от реформы, представ- 
ляется весьма скромным, если сравнить наши требования 
с современным состоянием науки: мы хотим, чтобы 
общее понятие функции, в смысле того и 
другого определения Эйлера, проникло как 
фермент во все преподавание математики 
в средней школе; но его надо вводить ‘не в 
форме абстрактного определения, а на конкретных -при- 
мерах, какие во множестве имеются уже у Эйлера, что- 
бы сделать это понятие живым достоянием ученнка, Что 


20* 
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же касается преподавателей математики, то, конечно, 
желательно, чтобы они, помимо того, были знакомы с эле- 
ментами теории комплексных функций. Хотя и нельзя 
требовать того же по отношению к новейшим концеп- 
циям учения о множествах, но все же желательно, чтобы 
среди многочисленных учителей нашлось хотя бы не- 
большое число самостоятельно работающих людей, кото- 
рые занялись бы и этими вещами. 

К сказанному я хотел бы добавить несколько слов о 
том, какую важную роль сыграло учение о тригонометри - 
ческих рядах во всей этой эволюцин понятий. Подроб- 
ные литературные указания по этому вопросу вы найдете 
в работе Буркгардта: „Разложения в ряд по периодиче- 
ским функциям“—в том „гигантском отчете“, как мы его 
называем в более тесном кругу, который вот уже 7 лет, 
как выходит отдельными выпусками при Х томе „Лавгез- 
БенсН* 4ег Чешзсвеп Ма\ештайКегуегееиптя“ 1); в более 
чем 9000 цитат этот отчет объединяет такое множество 
литературы, какого не найти нигде, 

Первым пришел к изображению произвольных функ- 
ций посредством тригонометрических рядов Даниил Бер- 
нулли, сын Ивана Бернулли. Изучая (около 1750 г.) аку- 
стическую проблему о колебаниях струны, он заметил, что 
можно получить самый общий вид колебаний струны по- 
средством наложения синусоидальных колебаний, соот- 
ветствующих основному тону и чистым обертонам; а из 
этого вытекает возможность разложить функцию, изобра- 
жающую форму струны, в тригонометрический ряд. 

Хотя в деле ознакомления с этими рядами вскоре 
были сделаны значительные успехи, однако никто не хо- 
тел верить, чго с помощью таких рядов можно предста- 
вить любые функции, заданные графически. Это можно 
объяснить неясностью представления о такого рода со- 
ображениях, какие теперь в учении о множествах стали 


1) Вигкпагае, ЕшусКАтреп пасН о$21Шегепёеп РипК!юлеп (в осо- 
бенности во 2-м и 3-м выпуске). Эгот отчет завершен в внде 2-го вы- 
пуска этого тома „]аптезЬеисм”. Короткое извлечение помещено в гетт. 
энниклопедии (Еп2., ВА. 11). Обзор Буркгардта простирается до 1850г. 
Дальнейшее развитче этого предмета будет помещено в статье Гнльба 
и Риса (ННЬ цпа Е!ез2) в имеющем в ближайшее время пожвиться вы- 
пуске И Эвциклопедии. 
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совершенно трнвиальными. Повидимому, принимали 
а рйон. не умея, конечно, выразить это точно, — что мно- 
жество всех произвольных непрерывных функций больше 
множества всех возможных систем числовых значений 
4 @:, @з,..., в, 6»... 1), которые соответствуют совокуп- 
востн всех тригонометрических рядов. 

Но точные логнчгские построения современной теории 
множеств пролили свет на эти вопросы и обнаружили 
ложность указанного предрассудка. Позвольте мне по- 
дробнее остановиться на этом важном вопросе. Легко ви- 
деть, что непрерывная функция, определенная 
произвольным образом некотором про- 
межутке, например (0, 2л), будет дана на всем 
ее протяжении, если будут даны ее значе- 
ния во всех рациональных точках этого про- 
межутка. Действительно, вви- 
ду того что эти значения во вся- 
ком промежутке образуют всюду 
плотное множество, то ко вся- 
кому иррациональному значению 


х можно подойти сколь угодно . РАНАНЯК ВЕЕР 
близко с помощью (фиг. 101) ра- ыы 
циональных значений, и в силу Фиг. 101. 


непрерывности функции значе- 

ние ее ] (х) должно равняться пределу значений в этих бес- 
конечно блнзких рациональных точках. Далее, как извест- 
но, множество всех рациональных чисел — „счетное“, дру- 
гими словами, его можно расположить в такой ряд, что в 
нем за определенным первым элементом следует опреде- 
ленный второй, за ним третий и т. д.*). А из этого 
следует, что задать произвольную непрерывную функ- 
цию, значит задать счетное множество констант — значе- 
ний функции в расположенных таким образом рацис- 
нальных точках. Точно таким же образом посредством 
счетного множества постоянных а. @4. 6;, @з, 6»... может 


1) Каждая комбинация аъ. а, а»..., В, 6:,... определяет три- 
тонометрический ряд, если смотреть на эти числа как на его коэфи- 
циенты. 

:) См. брошюру Дедекнида, Непрерывность и иррациональные 
числа, Одесса, „МаШе$!“; в приложе-ной к этой брошюре статье Ша- 
тунов:кого эти идем достагочю выяснены. 
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быть задан определенный тригонометрический ряд. Таким 
образом мнение, будто множество всех непре- 
рывных функций по самой своей природе 
существенно больше множества рядов, ока- 
зывается лишенным всякого основания. Ниже 
мы снова займемся этим вопросом более обстоятельно. 

Фурье первый отрешился от такого предвзятого мне. 
ния, И в этом заключается его громадное значение в 
истории тригонометрических рядов. Хотя он и не дал 
приведенного выше объяснения в духе учения о множе 
ствах, но он первый имел мужество уверовать в способ- 
ность тригонометрических рядов изображать произволъ- 
ные функции; руководясь этой верой, он, действительно, 
вычислил несколько характерных примеров разрывных 
функций (подобных тем, какие мы рассмотрели выше) и 
тем поставил вне сомнений правильность своего убеж- 
дения. Действительные общие доказательства сходимости 
дал впервые, как я уже говорил, Дирихле, бывший уче- 
ником Фурье. Выступление Фурье было настоящей рево- 
люцией; чтобы посредством рядов из аналитических 
функций можно было изобразить такие произвольные 
функции, подчиненные в различных частях рассматрива- 
емого промежутка различным аналитическим законам, — 
это представлялось тогдашним математикам чем-то со- 
вершенно новым и неожиданным. В благодарность за от- 
крытие этой истины тригонометрические ряды назвали 
именем Фурье, которое, действительно, пользуется широ- 
ким распространением. Конечно, всякое такое приспособ- 
ление собственных имен к научной терминологии всегда 
представляет значительную односторонность, если не пря- 
мую несправедливость. 

В заключение я должен, хотя бы вкратце, упомянуть 
о второй заслуге Фурье, а именно, он рассматривал так- 
же и предельный случай тригонометрических рядов, ко: 
торый наступает, если период изображаемой функции 
возрастает до бесконечности; а так как функция с бес- 
конечно большим периодом представляет попросту. не- 
периодическую функцию, произвольно заданную вдоль 
всей оси Х-ов, то это дает средство изображать и не- 
периодические функции. Чтобы выполнить этот переход, 
находят сперва посредством линейного преобразования 
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аргумента ряда изображение функций с любым перио- 
дом | вместо определенного периода 2л, а затем застав- 
ляют [ возрастать до бесконечности. При этом ряд пе- 
реходит в так называемый интеграл Фурье: 


{$ = | ( ф (+) созэх + (+) Зптх а», 


где ф(»), +(.) выражаются определенным образом через 
интегралы, взятые от — со до -{ со, от функции } (х). Таким 
образом различие заключается в том, что теперь ин- 
декс » изменяется непрерывно от 0 до со, тогда как 


‘раньше он принимал только значения 0, 1, 2,3,..., ин что 


вместо коэфициентов а, й, стоят функции ф (+) 4х н 
ф (5) 4». 

На этом мы можем расстаться с элементарными транс- 
цендентными функциямн, которыми мы до сих пор за- 
нималнсь в отделе, посвященном анализу, и перейти к 
рассмотрению исчисления бесконечно малых в собствен- 
ном смысле слова. 


11. ИСЧИСЛЕНИЕ БЕСКОНЕЧНО-МАЛЫХ В СОБСТВЕННОМ 
СМЫСЛЕ СЛОВА. 


Конечно, я предполагаю; что все вы умеете диферен- 
цировать и интегрировать и не раз применяли это уме- 
ние. Эту главу мы посвятим только вопросам общего 
характера, как, например, вопросы о логическом и психо- 
логнческом обосновании, вопросы о преподавании и т.д. 


|. Общие замечания относительно исчисления 
бесконечно - малых. 


_ Я хотел бы предпослать замечание общего характера 
относительно объема математики. Вы можете часто услы- 
шать от не-математиков, в особенности от философов, 
что математика занимается исключительно выводами ло- 
гических следствий из ясно заданных посылок, причем 
совершенно безразлично, что именно означают эти посыл- 
ки, истинны ли они или ложны,— лишь бы только они не 
противоречили друг другу. Совершенно иначе смотрит 
на дело всякий, кто сам продуктивно занимается матема- 


-* 
‘ 


‚ 312 АНАЛИЗ 


тикой. В действительности те люди судят исключительно 
по той выкристаллизованной форме, в какой принято 
излагать готовые математические теорин; но исследователь 
работает в математике, как и во всякой другой науке, 
совершенно иначе: он существенно пользуется своей фан- 
тазией и подвигается вперед индуктивно, опираясь на эв- 
ристические вспомогательные средства. Можно привести 
немало примеров того, как великие математики находили 
самые важные теоремы, не будучи в состоянии строго 
их доказать. Неужели можно не ценить такое великое 
творчество, неужели надо в угоду приведенному выше 
определению математики сказать, что это не математика 
и что только те позднейшие математики, которые нашли, 
наконец, вылощенные доказательства теорем,— только онн 
одни двигали математику? Конечно, в конце концов, при’ 
своить ли слову то или иное значение, — вещь условная, 
но при оценке заслуг научных работников приходится 
сказать, что индуктивная работа того, кто впервые уста- 
новил какое-нибудь предложение, имеет, конечно, такую 
же ценность, как и дедуктнвная работа того, кто его 
впервые доказал, ибо то и другое одинаково необходимо. 

Как раз при изобретенни и первоначальной разработке 
исчисления бесконечно-малых это индуктивное творчество, 
не основанное на связных логических выводах, сыграло. 
большую роль; при этом весьма часто самым действи- 
тельным эвристическим средством являлось чувственное 
восприятие, — я имею в виду непосредственное чувствен- 
ное восприятие со всеми его неточностями; например 
восприятие, при котором кривая представляется действи- 
тельно чергой определенной толщнны, а не тем абстракт- 
ным воззрением, которое постулирует как нечто заранее 
выполненное, предельный переход к точной одномерной 
линии. Я хочу в подтверждение этого изложить в кратких 
чертах,.как исторически вырабатывались идеи исчисления 
бесконечно-малых. 

Обращаясь прежде всего к понятию интеграла, при- 
ходится заметить, что оно исторически возникло по поводу 
проблемы измерения площадей и объемов (квадратура 
и кубатура). Как известно, абстрактное логическое опре- 


деление инте! рала у зах, т.е. площади фигуры, ограничен- 
5 
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пой кривой у=/(), осыю х-ов и ординатами х==а и х=Ь, 
заключается в том, что это есть предел суммы всех узких 
прямоугольников, вписанных в эту фигуру, когда число 
их беспредельно возрастает, а ширина одновременно не- 
ограниченно убывает (фиг. 102). Но с точки зрения чув- 
ственного восприятия представляется естественным опре- 
делить рассматриваемую площадь ле как точный предел, 
а просто как сумму очень большого числа довольно уз- 
ких прямоугольников, ибо и без того дальнейшему умень- 
шению прямоугольников всегда положит конец неизбежная 
иеточность чертежа. 

С такими наивными представлениями мы, действительно, 
встречаемся у самых выдающихся математиков в пернод 


Фиг. 102, Фиг. 103. Фиг, 10%. 


гозникновения исчислення бесконечно-малых. Прежде все-- 
го я назову Кеплера, который занимается вопросом об 
измерении объемов в своей „Новой стереометрни винных 
бочек“ 1). Главный интерес для Кеплера представляет из- 
мерение бочек и их наиболее целесообразная форма. При 
этом он становится целиком на только что отмеченную 
наивную точку зрения: он представляет себе бочку со- 
стоящей из большого числа тонких листов, например из 
бумагн, и считает объем бочки равным сумме объемов 
этих листов (фиг. 103), каждый из которых представляет 
цилиндр. Подобным же образом поступает он и при вы- 
числении объемов простых геометрических тел, например 
шара. Последний Кеплер рассматривает как образованный 
из очень большого числа (фиг. 104) небольших пирами- 
док с вершиной в центре шара; и поэтому весь объем равен 


по известной формуле для пирамид произведению : на 
сумму всех оснований пирамидок. Полагая последнюю 


1) Моуа Мегеотеа Чойогии Утапопит“, МисИ 1615. 
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сумму равной поверхности шара Чл, Кеплер получает 
для объема правильную формулу мг. Впрочем, Кеплер под- 


черкивает практическое, эвристическое значение таких 
рассуждений, а относительно строгих математических до- 
казательств отсылает к сложным рассуждениям Архимеда 
{метод исчерпания). 

Подобные же рассуждения ветречаются в книге иезуита 
Бонавентуры Кавальери „беотеёча таз из соппио- 
гит“ 1) („геометрия неделимых“), в которой он устанавли- 
вает принцип, носящий теперь его имя: объемы двух 
тел равны, если равны площади сечений, про- 
веденных на одинаковой высоте в обоих те- 
лах. Об этом принципе Кавальери очень много, как изве- 
стно, говорят У нас в школе, думая с его помощью избег- 
нуть интегрального исчисления, тогда как в действитель- 
ности этот метод вполне принадлежит интегральному 
исчислению. Обоснование, которое дает Кавальери, сво- 
дится к тому, что он представляет себе оба тела постро- 
енными из тонких листков, наложенных друг на друга н 
по предположенню попарно конгруэнтных между собой; 
другими словами, одно тело может быть получено из 
другого посредством сдвигания отдельных листков (фиг.105), 
при этом, конечно, объем тела не может измениться, так 
как он состоит из одних и тех же слагаемых и до и после 
этого процесса. 

Подобным же образом наивное воззрение приводит 
к понятию о производной функции, т. е. к понятию о ка- 
сательчой к кривой. Для этого заменяем — и так действи- 
тельно и поступали — кривую прямолинейным многоуголь- 
ником, вершинами которого служит достаточно большое 
число точек, густо расположенных на кривой. В силу 
природы нашего чувственного восприятия на большом 
расстоянии едва ли возможно отличить кривую от такой 
вереницы точек и тем бодее от самого многоугольника. 
Но в таком случае касательную к кривой приходится 
определить просто как прямую, соединяющую две такие 
точки, непосредственно следующие одна за другой (фиг.106), 
т,е. как продолжение одной пз сторон многоугольника. 


:) Во!овпа, 1653, первое издание 1653 г. Подробнее см, на стр. 321. 


| 
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С абстрактно гогической точки зрения такая прямая, ко- 
нечно, всегда, — как бы близко ни лежали соседние точкн,— 
остается только секущей по отношению к кривой, а ка- 
сательная является тем предельным положением, к кото- 
рому эта секущая неограниченно приближается при умень- 
шении расстояния между точками. Анахогично этому, под 
кругом кривизны с этой наивной точки зрения надо пони- 
мать круг, проходящий через трн последовательные вер- 
шины многоутольника, между тем как, выражаясь точно, 
надо сказать, что круг кривизны есть предельное поло- 
жение такого круга при неограниченном сближении трех 
точек. 

Убедительность такого рола наивных рассуждений 
представляется, конечно, различным лицам весьма разлнч- 


Фиг. 105. 


ной. Многие — и к ним принадлежу и я сам — чувствуют 
себя в высшей степени ими удовлетворенными, Другие 
же, будучи односторонне расположены к чисто логической 
стороне, находят, что такие соображення ничего не гово- 
рят, и не могут согласиться с тем, чтобы на них можно 
‹ ыло вообще смотреть как на основание для математи- 
ческих рассуждений. 

С другой стороны, такие наивные приемы мышления 
и в настоящее время очень часто применяются всякий 
раз, когда хотят — в математической физике, в механике, 
в диференциальной геометрии — применить какое-нибудь 
математическое положение, так как там эти приемы, как 
все вы знаете, весьма целесообразны. Конечно, чистые 
математики часто смеются над таким нанвным изложением; 
во время моего студенчества говорили, что для физика 
диференциал — это кусок латуни, с которым он обращает- 
ся как со своими аппаратами. 

По этому поводу я хочу отметить достоинства“ обо. 
значений Лейбница, которые теперь господствуют повсюду. 


Фиг. 105. 
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Действительно, они соединяют с целесообразным указанием 
на наивное воззрение также известный намек на тот аб- 
страктный предельный процесс, который действительно 


в этих понятиях содержится. Так, символ Лейбница Е длЯ 


обозначения производной указывает на то, что последняя 
возникает из частного, но при этом знак 4, в противопо- 
ложность знаку конечной разности 4, показывает, что тут 
прнвходит и нечто новое, а именно предельный перехол. 
Точно так же символ для обозначения интеграла /у’ 4х 
указывает, что последний возникает из суммы малых ве- 
личин, но при этом обычный знак суммы Х заменяется 
стилизированным $ (приходится уднвляться тому, что не 
все знают, что знак / имеет такое значение), и это указы- 
вает на то, что здесь к суммированию присоединяется 
новый процесс. 

Теперь мы должны, наконец, ближе подойти к вопросу 
о логическом обосновании диференциального и интеграль- 
ного исчисления; мы непосредственно приступим к рас- 
смотрению этого вопроса в его историческом развитии. 

1. Основная идея заключается — как теперь излагают во 
всех высших школах, так что мне приходится только в 
двух словах вам это напомнить,—в том, что исчисле- 
ние бесконечно-малых представляет по- 
просту приложение общего понятия о пре- 
деле: производную определяют как предел частного со- 
ответственных конечных приращений переменной и функ- 


ции; 

49 — пи И . 

аз 4А2=0 АХ 
предполагая, пто этот предел существует, это ни в коем 
случае не есть частное, в котором ду н 4х имеют самосто- 
ятельное значение. Точно так же интеграл определяют 
как предел суммы: 

ь 


ыы а 
= жи Ах, 
в (#) 


где 4х, обозначает конечные доли промежутка а < х, < В, 
а у/—любые значения функцин в них; все Ах, должны 
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совместно стремиться к нулю; но ни в каком случае не 
должно приписывать реального значения символу у. 4х, 
например как слагаемому суммы. Это обозначение сохра- 
нено лишь из вышеуказанных соображений целесообраз- 
ности. 

2. Такое понимание можно найти ужеу Ньютона в очень 
точной форме. Я приведу одно место в его главном про- 
изведении „РИпспруа та та са риИозорШае па{ига|з“, вы. 
шедшем в 1687 г.1): „(ЛЫтае гаНопез Шае, ди! Бизсит ацапа- 
{е5 еуапезсипь, геуега поп зип гаНопез ацап{ашт и итагат, 
зе@ ИтЦез, а@ чиоз чиатИашш $ме шпИе дестезсеп ит 
таНопез зетрег арргорп9иапф, её 4иоз ргор!шз$ аззецш роз- 
зип, ацат рго Ча{а диау!$ ЧНегеп Иа, попдиаш уего {гапз- 
цте@! педие рйиз а пееге диаш диап аез Чймлиииаг 
т пНаНит" („Эти последние отношения, с достижением 
которых количества исчезают, в действительности не 
суть отношения последних количеств, а представляют 
собою пределы, к которым стремятся отношения посто- 
янно убывающих колнчеств н которых онн скорее могут 
достичь, чем при каком-нибудь данном наращенни; пре- 
взойти их или достичь раньше, чем количества уменьшатся 
до бесконечности, они не могут“.) Впрочем, Ньюгон со- 
вершенно избегает в этом сочинении применения исчис- 


. дения бесконечно-малых, хотя он, несомненно, пользо- 


вался им при первоначальном выводе свонх результатов. 
Действительно, основное произведенне, в котором он 
развивает свой метод бесконечно-малых, Ньютон написал 
уже в 1671 г., хотя появилось оно впервые лишь в 1736 г. 
под названием „Мефодиз Нихюгит е4 зепегит 1шНипйагии“?) 
(„Метод флюксий и бесконечных рядов“). 

В этом произведении Ньютон развивает, не вдаваясь 
в разъяснения принципиального характера, новое счис- 
ление на многочисленных примерах. При этом он примы- 
кает к одному прёдставлению из повседневной жизни, 
которое делает весьма понятным предельный переход, а 
именно, если рассматривать двнжение х=/(#) вдоль оси 
х-ов в момент Ё, то всякий имеет определенное представ- 
ление о том, что называется скоростью такого движения; 


1) Кергии(еа юг \. Тнотзоп ап@ Н. ВИаскигп, С|азролу 1871, рав. 38, 
8) 1. Мемюш Оризеша, т. Г (Гаизаппае 1744), рав, 29. 
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если присмотреться ближе, то увидим, что это’ в сущно- 
сти иесть предел отношения конечных приращений хз. . Эту 


скорость, с которой переменная х изменяется во. времени, 
Ныотон и принимает за основание свонх ‘рассуждений, 
как флюксию х переменной х. Он представляет себе, что 
все переменные х, у зависят от этой первичной перемен- 
ной, времени Ё так что производная является частным 


двух флюксий 1 что мы записали бы теперь подробнее так: 
х 


@у. ах 

(2 т 
3. К этим идеям Ньютона примыкает целый ряд матема- 
тиков ХУШ в., которые с большей или меньшей строго- 
стью стронли исчисление бесконечно-малых на понятии 
о пределе. Я назову лишь несколько имен: Маклорен 
(С. Масаиип), написавший „ТтеаНзе о? Пихюпз“ 1) („Трак- 
тат о флюксиях"“), который в качестве учебника имел об- 
ширный круг влияния; затем Даламбер (4’МешьЬем!), уча- 
ствовавший в большой французской „Методической энци- 
клопедии“ („ЕпсуКорё@е тёто@ючие“); наконец, Кестнер 
(Казтег), живший здесь в Геттингене, проводил те же 
идеи в своих лекциях и книгах ?). Наконец, и сам Эйлер 


принадлежит, главным образом, к этому же направлению. ° 


хотя у него, пожалуй, проглядывают уже и другие тен- 
денции. 

4. Но во всех этих построениях анализа оставался еще 
один существенный пробел, без заполнения которого не 
могло быть и речи о последовательной системе исчисле- 
ния бесконечно-малых; тогда хотя и знали определение 
производной как предела, но нехватало еще средства 
для того, чтобы, обратно, по данному значению производ- 
ной определить величину приращения функции 
в конечном промежутке. Таким средством явля- 
ется теорема в среднем значении, и великой заслугой 
Коши (Сапсву) является то, что он вполне оценил цен- 
тральное значение этой теоремы и соответственно этому 


и 1742. й 
2) А. В. Каз{пег, Апапрзргипае 4ег Апа]уз!з Чез ИпепЧНвеп, @61- 
{Чиреп 1760. $ 
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поставил ее во главе диференциального исчисления. По- 
этому не будет преувеличением, если мы назовем его’ 
основателем точного анализа бесконечно-малых в совре- 
менном смысле. Основное значение имеют в данном. 
отношении его „Везитё Чез 1есопз 5иг [е са!си! 11лН81- 
та1“1), составленное на основании его лекций в Париже, 
а также второе издание их, в котором появилась только 
первая часть под заглавием „1лесопз зиг1е са1си] а1Н6гепе1“?). 

Теорема о среднем значении заключается в следующем: 
если [(х) представляет непрерывную функ- 
цию, обладающую во ЕЕ точках рассма- 
триваемого интервала производною [(х), то 
всегда найдется между х ни х+й такое зна- 
чение х-- Ол, что 


хп) = /х) + 1. Г(х + 01), (0<0 <}. 


В это выражение входит характерная для теорем о сред- 
них значениях величина 0, которая начинающему часто 
на первых порах представляется такой удивительной. В гео- 
метрической форме эта теорема - 
представляется весьма нагляд- 
ной: она утверждает лишь, что 
между точкамн хих-- 1 всегда 
найдется на кривой такая точка 
х-- 01, в которой касательная 
к кривой параллельна хорде 
(фиг. 107), соединяющей точки 
хих- И. 

5. Как же доказать строго арифметически теорему с 
среднем значении, не прибегая к геометрическим пред- 
ставлениям? Такое доказательство должно, конечно, со- 
стоять только в том, что доказываемую теорему сводят 
на абстрактно установленные раньше в самой точной фор- 
ме арифметические определения переменных, функций, 
непрерывности и тому подобных понятий. В этом смы- 
сле впервые нашли вполне строгое доказательство Вейер- 


1) Раз, 1823, перепечатано в „Оецугез сотр ез“, в. ПФ 


(Раш 1889). 
*) Райз 1829, „Оецугез сотр ез", зёт. И, $. У (Райз 1889). 
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штрасс и его последователи, которым мы вообще обязаны 
современным арифметическим представлением о числовом 
континууме. Я хотел бы ыы здесь лишь характер- 
моменты этих рассуждений. 
в: всего и свести нашу теорему к тому 
случаю, когда секущая, ограничивающая нашу дугу, го- 
ризонтальна, т. е. когда /(х) = Кх + !) (фиг. 108); в этом 
случае требуется показать, что существует точка, в кото- 
рой касательная горизонтальна. А для этого служит зна- 
менитая теорема Вейерштрасса, по которой всякая непре- 
рывная в некотором промежутке функция ое 
принимает в нем, по крайней мере, один раз свое наиболь- 
шее и наименьшее значение. По крайней мере, одно из 
этих наибольших и наименьших значений должно лежать 
внутри промежутка (х, х + 1), если исключить тривиаль- 
ный случай, когда функция равна постоянной величине. 
Предположим, что это — максимум и что он приходится 
в точке х -+ 9й, тогда К(х) справа и слева от этого места 
ымеет меньшие значения; поэтому отношение конечных 
приращений имеет справа отри- 
цательное, а слева положитель- 


= ное значение. Следовательно, 

производную, которая, по пред- 

положению, должна существо- 

2 с. Е вать в каждой точке, можно пред- 


ставить в точке х -- 0й как пре- 
дел либо только положительных, 
либо только отрицательных значений, смотря по тому, 
будем ли мы рассматривать ее как предел отношений 
конечных разностей слева или как предел таких же отно- 
‘иений справа от рассматриваемой точки. Поэтому произ- 
водная может равняться только нулю, и таким образом 
оказываются доказанными существование горизонтальной 
касательной и вместе с тем и теорема о среднем значении. 

Параллельно с этим направлением, с которым мы те- 
перь познакомились и в духе которого построена совре- 
менная научная математика, в течение столетий сущест- 
вовало и распространялось другое существенно отличное 
понимание исчисления бесконечно-малых. 

1. Оно исходит нз старых метафизических спекулятив- 
ных соображений о построении континуума из неразло- 


Фиг. 103. 
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жимых далее последних „бесконечно-малых“ составных 
частей. Уже в древности встречаются намеки на такого 
рода представления, а у схоластиков и затем у филосо- 
фов-иезуитов они встретили большое сочувствие. Как на 
характерны! пример я укажу на заглавие уже упомянутой 
книги Кавальери „Сеотеша п@мзьНЬиз сопёпиогии“ 
(„Геометрия сплошных величин, состоящих из неделимых“), 
которое указывает на его истинное основное воззрение. 
Действительно, точка зрения приближенного определения 
нграет у Кавальери лишь второстепенную роль; сн факти- 
чески считает пространство состоящим из нелелимых 
последних составных частей, из „паг Ша“. Вообще, 
дяя полного уяснения этого рода концепции очень важно 
и интересно быть знакомым с теми различными расчле- 
нениями, какие представление о континууме испытало в 
течение ряда столетий (и даже тысячелетий). 

2. К такого же рода воззрениям примыкает и Лейбниц, 
который разделяет с Ньютоном славу изобретения исчис- 
ления бесконечно-малых. Для него первичным элементом 
исчисления бесконечно-малых является не производная как 
предел, а диференциал 4х переменной х, который им: ег 
реальное существование как последняя неделимая состав- 
ная часть оси абсцисс, как величина, которая меньше вся- 
кой конечной величины и все же не равна нулю (актуаль- 
но бесконечно малая величина). Авалогично этому д1фе- 
ренциалы высших порядков 4*х, 43х,... определяются как 
бесконечно малые величины второго, третьего.... поряд- 
ков, из которых каждая бескокечно мала по сравкняю 
с предыдущей; таким образом мы получаем ряд качеств -н- 
но различных систем величин. 

Впрочем, у Лейбница это воззоение отнюдь не явту- 
ется единственным; во многих случаях у него выступает 
на первый план точка зрения приближенного определе- 
ния, согласно которой диференциал 4х представляет ко- 
нечный, но столь малый отрезок, что вдоль него откло- 
нение кривой от касательной совершенно незаметно, не- 
уловимо. Эти метафизические спекуляции представляют, 
разумеется, лишь идеализацию простых психологических 

ктов, имеющих здесь место. 

Совершенно отдельно стоит у Лейбница третий взгляд, 
который, пожалуй, наиболее для него характерен; это — 


21 Ф. Клейш Элементарная мзтемзтика 
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формальное представление. Я уже не раз имел случай от- 
метить, что в лице Лейбница мы должны видеть осно- 
вателя формальной математики. Идея, о которой идет речь, 
заключается в следующем: совершенно безразлично, какое 
именно значение имеют диференциалы и даже имеют ли 
они таковое вообще, лишь бы были соответственным об- 
разом определены правила действий с ними; в таком слу- 
чае, если поступать с диференциалами согласно правилам, 
то должно, во всяком скучае, получиться нечто разумное, 
правильное. При этом Лейбниц постоянно указывает на 
аналогию с комплексными числами, о которых у него были 
представления, вполне соответствующие этому взгляду. 
Говоря о правилах действий с диференциалами, мы имеем 
в виду, главным образом, формулу: 


1(х + 4х) — К®) = 4х; 


теорема о среднем значении показывает, что эта формула 
будет верна только в том случае, если написать в ней 
Р(х-О. 4х) вместо } (х); но содержащаяся здесь ошибка 
есть бесконечно-малая величина высшего (второго) поряд- 
ка, а на такие величины —и в этом заключается главное 
формальное правило — не должно обращать внимания при 
вычислениях с диференциалами. 

Самые важные работы, опубликованные Лейбницем, по- 
мещены в знаменитом научном журнале. „Ас{а еги@Иогита“ 
за 1684, 1695 и 1712 гг.1). В первом из этих томов нахо- 
дится стагья под заглавием „Моуа шео@из рго тах1и$ 
её пп“ (стр. 467 и сл.); она представляет собой первое 
вообще печатное произведение, посвященное диференци- 
альному исчислению, а именно Лейбниц излагает в ней по- 
просту правила диференцирования. Позднейшие работы да- 
ют также разъяснения принципиального характера, в кото- 
рых особенно заметно выступает формальная точка зрения. 

В особенности характерна в этом отношении неболь- 
шая работа, напечатанная в 1712 г. *), т. е. в последние 
годы жизни Лейбница; в ней Лейбниц говорит как раз 


г) Частью переведены в собрании: Оз#уа!4$ Киазыкег, № 162 
(Негаизвея. уоп С. Комае\зН, севриЕ 1908). Помещено также в со- 
брании математических сочинений Лейбница: „[.еиНтепз Ма\Петацзсве 
Зе Йел“. НегаизререБеп уоп рдегпаг4ь уоп 1849 ап. ; 

2) ОЪзегуа!0...; е{ Фе уего зепза Мепо! пйпИезита!5“, ргя. 167—169. 
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о теоремах и определениях, которые суть лишь „юегатег 
уега“ или по-французски „раззаез“: „ЕК1рогет аи1Чет поп 
зизНпеп+, паБеп фатеп изит таспии 1п саси!апдо её аа 
апет 1пуешепа! ишуегза!езчие сопсер{из уа!еп{“ („ибо они 
не выдерживают строгой критики, но тем не менее нахо- 
дят большое применение в вычислениях и годятся как 
эвристическое средство и для уяснения общих понятий“). 
Это Лейбниц относит как к комплексным числам, так ик 
бесконечности; например, когда мы говорим о бесконечно- 
малом, то „сошто@НаН ехргезз1011; зеи БгеуПочш!юо шег{аНз 
тпегуипиз, зе поп п1$1 фо]егагег уега 1одийтиг, дпае ехрИ- 
саНопе 1121Чат иг“ („пользуемся ими для удобства выраже- 
ния и для сокращения речи, но высказываем лишь отно- 
сительные истины, которые укрепляются объяснением“). 

3. Начиная с Лейбница, новое исчисление быстро рас- 
пространяется по континенту, причем каждая из трех его 
установок находит своих представителей. Прежде всего 
я должен назвать первое руководство по диференциаль- 
ному исчислению, какое только было вообще опублико- 
вано; это „Апа!узе дез шйпипеп ре ромг РицеШрепсе 
4ез соигБез“ (Райз 1696, 2 е4., 1715) Делопиталя (4е ГНоб- 
риа!), одного из учеников Ивана Бернулли, который, с сво- 
ей стороны, поразительно быстро перенял новые идеи от 
Лейбница и даже выпустил в свет первое руководство по 
интегральному исчисленнют). В этой книге проводится 
точка зрения приближенного определения; так, например, 
кривую Делопнталь рассматривает как многоугольник 
с очень малыми сторонами, касательную — как продолже- 
ниетакой стороны (стр. 11). Распространению диференциаль- 
ного исчисления Лейбница в Германни особенно содей- 
ствовал Христиан Вольф (СЬизНап \МоШ) в Галле (На!е), 
опубликовавший содержание своих лекций в „Нетеща 
ша{Незео$ ишуегзае“?). Встьф в самом начале диферен- 
циального исчисления вводит днференциалы Лейбница, но 
при этом особенно подчеркивает, что они не имеют ни- 


7) В немецком переводе выпутщепо в свет Г. Ковалевским, О${\а14$ 
КазКег № 194. П. Шафгейтлии ‚Р. 5снаТеННиа) недавно открыл и опи- 
сал „Диференциальное исчисление“ Миана Бервулаи, а Чег 
Ма(иогзсПегясзе!]зспаЙ ш Вазе!, ВА. 32 ‚1921. 

ры появиянсь в 1710 г. Новое издание: ЕЯ поу. НаЦае, 
Маздероятае 1742, рав. 545. 
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какого реального эквивалента. А относительно всего того, 
что для нашего восприятия является бсконечно - малым, 
он проводит снова исключительно точку зрения прибли- 
женного определения. Так, в виде примера, Вольф гово- 
рит, что высота горы не испытает изменения, заметного 
для практического измерения, если снять с нее или при- 
бавить пылинку. 

4. Нередко встречается также метафизическое предста- 
вление, приписывающее диференциалам реальное суще- 
ствование. Особенно оно распространено среди философов; 
но и среди представителей математической физики оно 
находит немало приверженцев. К числу последних при- 
надлежал, между прочим, Пуассон (Ро13$0п), который в пре- 
дисловии к своему знаменитому трактату по механике 
(„ТгаНё 4е шёсапидие“, 2-е изд., Рапз 1833, +. Ё стр. 14) 
в очень категорической форме высказывается в том смысле, 
что бесконечно малые величины не только представяяют 
орудие исследования, но даже вполне реально существуют. 

5. Вероятно, вследствие философской традиции это 
представление перешло в популярную учебную литературу 
и играет в ней большую роль и по сию пору. Для примера 
я назову учебник Любсена (ГаЪзеп) „Введение в исчисле- 
ние бесконечно-малых“ 1), впервые появившийся в 1855 г. 
и стех пор имевший доягое время, — быть может, и теперь 
еще — необычайное влияние на широкие круги публики; 
в мое время, несомненно, всякий — в ученические годы или 
позже — брал в руки эту книгу, и многие из нее впервые 
почерпнули побуждение к дальнейшему изучению мате- 
матикн. Любсен сперва определяет производную при по- 
мощи понятия о пределе, но наряду с этим, начиная со 
второго издания, помещает то, что он считает истинным 
исчислением бесконечно-малых, — мистические . операции 
над бесконечно малыми величинами. Соответствующие гла- 
вы помечены звездочкой в знак того, что они не содержат 
нового материала. Здесь диференциалы вводятся как по- 
следние доли, которые возникают, например, при последо- 
вательном делении конечной величины пополам, в беско- 
нечном, не поддающемся определепию числе; каждая из 
таких долей, „хотя и отлична от абсолютного нуля, но не 


1) „Ешенийя м @е 1лйиНезипаесвпиля“, 8 Аай., Гарав, 1899. 
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поддается установлению; она представляет собой беско- 
нечно-малую (пНоНезита!етбззе), дуновение, мгновение“; 
далее следует английская цитата: „Бесконечно-малое — это 
дух отошедшей величины“ (стр. 59, 60). Дальше, в другом 
месте (стр. 76) читаем еще: „Метод бесконечно-малых, как 
видит читатель, очень тонкий, но правильный. Если же 
это недостаточно явствует из предыдущего и последую- 
щего, то причиной этого являются недостатки нашего из- 
ложения“. Весьма интересно познакомиться с этими рассу- 
ждениями ближе. 

Для сопоставления я назову еще распространенный 
„Курс опытной физики" Вюлльнера '), в котором первому 
тому предпослано краткое изложение диференциального 
и интегрального исчисления; этим автор имеет в виду дать 
возможность ознакомиться с неооходимыми для физики 
сведениями из анализа бесконечно-малых естественникам 
и медикам, которые в гимназии не приобрели этих знаний. 
Вюлльнер начинает (стр. 31) с определения того, что такое 
бесконечно-малая величина 4х, и затем переходит к более 
трудному определению второго диференциала 4х. Про- 
смотрите это введение с точки зрения математика и по- 
думайте о том, какое получается противоречие: в школе 
изгоняют анализ бесконечно-малых как слишком трудный 
предмет, а потом приходится постигнуть его при помощи 
такого рода изложения на 10 страницах, не только совер- 
шенно неудовлетворительного, но и крайне трудного для 
понимания. 

Причину живучести подобных воззрений наряду с мате- 
матически точным методом пределов надо искать в весьма 
распространенной потребности заглянуть, минуя абстракт- 
но-логические рассуждения способа пределов, поглубже 
в самую природу непрерывных величин; желают составить 
себе о ней более конкретные представления, чем те, ко- 
торые возникают, когда мы подчеркиваем только психо- 
логические моменты, определяющие понятие о пределе. 
В этом отношении характерен один афоризм, который, 
насколько я знаю, принадлежит философу Гегелю и в преж- 
нее время часто повторялся в книгах и лекциях; он утвер- 
ждает, что функция У = / (х) изображает бытие (4аз Зет) 


1) маПлег, Генфисн 4ег Ехреипета!рвузК, 6 Ай. Гера, 1907, 
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вещей, а производная — их становление (4аз \Мег4еп). Ко- 
нечно, в этом утверждении есть нечто заманчивое, но толь- 
ко надо ясно сознавать, что подобные фразы нисколько 
не содействуют дальнейшему развитию математики, ибо 
последняя нуждается в более точных понятиях. 

В новейшей математике „актуально“ бесконечно малые 
величины снова попали в честь, но только в совершенно 
ином порядке идей; именно мы встречаем их в геометри- 
ческих исследованиях Веронезе (Уегопезе), а также в „Осно- 
ваниях геометрии“ („Стипазеп 4ег Сеотеше“, 5. АцН., 
.е1райе 1922) Гильберта (НИБен). Идея, которую я имею 
в виду, в самых кратких словах сводится к следую- 
щему. Рассматривают геометрию, в которой задание х=а 
(а — обыкновенное вещественное число) определяет собой 
не одну только точку оси Х-ов, а бесконечное множество 
точек, абсциссы которых отличаются между собой на ко- 
нечные кратные бескснечно-малых величин различных по- 
рядков 7, 5..; таким образом точка будет определена, 
если дано 


х=а- 69-56 +..., 


где а, 6, с,... означают обыкновенные вещественные чис- 
ла; 7, 6, суть... актуально бесконечно-малые возрастающих 
порядков. У Гильберта вопрос поставлен так: он уста- 
навливает относительно введенных таким образом величин 
особые положения в качестве аксиом и прин них помощи 
обнаруживает, что с ними можно оперировать без риска 
впасть во внутреннее противоречие. Самый важный мо- 
мент представляет при этом надлежащий выбор критериев 
сравнения числа хи второго числа х, = а, 6:9 - с.6 +... 
Прежде всего, конечно, устанавливают, что х больше 
или меньшех,, если а больше или меньше а,, 
если же а=а:, то вопрос о сравненни величин 
решают вторые коэфициенты в том смысле, 
ЧТО Х==Х,, есяи =Ь,; если жеи 6=6,', то коэ- 
фициенты с лают решение вопроса и т. д. Вы 
поймете это лучше всего, если не будете пытаться свя 
зывать с написанными буквами никаких особенных пред- 
ставлений. 

Оказывается, что с такими объектами можно опериро 
вать по этим и еще другим указываемым далее правилах 
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совершенно аналогично тому, как оперируют с конечными 
числами; при этом отпадает только одна существенно важ- 
ная теорема, имеющая место в системе обыкновенных 
вещественных чисел, а именно теорема, гласящая, что ко 
всяким двум положительным числам е и а, как бы мало 
ни было первое из них и как бы велико ни было второе, 
можно подыскать такое целое число п, чтобы было пе> а. 
В данном случае из приведенных определений непосред- 
ственно вытекает,что любое конечное кратное п . увеличины 
з) всегда будет меньше всякого конечного положительного 
числа а; это именно свойство и характеризует 7. как бес- 
кэнечно малую величину. Точно так же всегда п . < 7, т.её 
есть бесконечно малая величина высшего порядка, чем 7. 
Такую систему чисел называют не-архимедовой, так как 
упомянутую теорему о конечных числах называют акси- 
омой Архимеда; Архимед устанавливает ее как недока- 
зуемое — вернее как не допускающее дальнейшего дока- 
зательства — основное допущение относительно конечных 
чисел. Тот факт, что эта аксиома перестает иметь место, явля- 
ется характерным моментом для появления актуально бес- 
конечно малых величин. Впрочем, присвоение этой аксиоме 
имени Архимеда, как и больщинство других именных обо- 
значений, является исторически неточным: уже за сто лет 
дэ Архимеда ее высказал Евклид, который, повидимому, 
тоже не сам ее нашел, а заимствовал, как и очень многие 
другие из своих теорем, у Евдокса Книдского. 

Изучение не-архимедовых величин, применяемых в 0со- 
беннности в качестве координат для построения „не-архи- 
медовой геометрии“ !), нмеет целью более глубокое про- 
никновение в сущность тех положений, которыми устана- 
вливается непрерывность, и принадлежит к обширной 
группе исследований о логической зависимости различных 
аксиом обыкновенной геометрии и арифметики; с этой 
целью обнкновенно строят такую искусственную числовую 
систему, в которой имеет место только часть всех аксиом, 
и из этого заключают о логической независимости прочих 
аксиом от первых. 


3) Не-архимедовыми величинами являются, например, так называемые 
рогообразные углы, которые хорошо знал уже Евклид. См., тете в во 
= томе настоящего сочинення статыю, посвященную критике „Начал 
"вклида“. 
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Естественно возникает вопрос о том, нельзя ли рас- 
пространить на такие числовые снстемы анализ бесконечно- 
малых в строгой современной его постановке; другими 
словами, нельзя ли построить своего рода не-архимедов 
анализ. Первая и самая главная задача заключалась бы 
в доказательстве, на основании принятых аксиом, теоремы 
о среднем значении: [4х -- 1) —[(х) =й. Г + 0). Я не 
хочу утверждать, что в этом направлении успех невозмо- 
жен, но во всяком случае, до сих пор никому из тех 
(а их немало!), кто занимается актуально бесконечно ма- 
лыми величинами, ие удалось добиться каких-либо поло- 
жительных результатов в этом направлении. 

Чтобы помочь вам лучше ориентироваться, я замечу 
еще, что со времени Коши термин „бесконечно малый“ 
стали употреблять в современных учебниках в другом смы- 
сле. А именно, теперь никогда не говорят, что величина 
бесконечно мала, но говорят лишь, что она становится 
бесконечно малой, и видят в этом лишь удобное сокра- 
щенное обозначение того обстоятельства, что рассматри- 
ваемая величина неограниченно убывает, стремясь к нулю. 

Теперь я должен упомянуть еще о той реакции, кото- 
рую вызвало такое обоснование анализа на понятии о бес- 
конечно-малых величинах. В этих представлениях очень 
скоро почувствовали что-то мистическое, недоказуе- 
мое; в результате нередко возникало даже предубежде- 
ние, будто диференциальное исчисление является особой 
философской системой, которую нельзя доказать, но в ко- 
торую можно только верить, или даже прямо-таки, выра- 
жаясь грубо,— подвохом, плутней. Наиболее резким кри- 
тиком в этом смысле является философ Бёркли (Вегке!еу), 
который в небольшой книжке под заглавием „Аналист“ 1) 
в весьма забавной форме вышучивает неясности, царив- 
шие в то время в математике. При этом Беркли исходит 
из той мысли, что по отношению к принципам и методам 
математики критика должна предоставить себе такую же 
свободу, какую математики применяют, в свою очередь, 
к тайнам религии, и затем самым ожесточенным образом 
нападает на все методы нового анализа — как на исчис- 
ление флюксий, так и на оперирование с диференциалами; 


1) „Тре апа!у${°, Гопфоп 1734. 


жет 
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в результате он приходит к тому выводу, что все построе- 
ние анализа неясно и совершенно непонятно. 

Подобные воззрения сохранились и до настоящего вре- 
мени именно среди философов; они все еще знают лишь 
операции с диференциалами и совершенно не усвоили себе 
способа пределов, разработанного в новейшее время до 
полной строгости. Для примера позвольте мне процити- 
ровать одно только место изкниги Баумана „Пространство, 
время и математика“ 1), напечатанной в 60-х годах: „Таким 
образом мы отвергаем то логическое и метафизическое 
обоснование, которое дал счислению (Кай!) Лейбниц, но 
самого счисления мы не касаемся. Мы считаем его гени- 
альным изобретением, оправдавшим себя на практике ско- 
рее искусством, чем наукой; построить его чисто логически 
невозможно, из элементов обыкновенной математики оно 
не получается...“ Е 

Этой же реакцией против диференциалов следует объ- 
яснять и не раз уже упомянутую намн попытку Лагранжа 
(в его „ТНёоме 4ез ФопсНопз апа[учиез“), которая пред- 
ставляется нам теперь опять в новом освещении. Лаг- 
ранж хочет совершенно удалить из теории не только 
бесконечно малые величины, но и вообще все предельные 
переходы; он ограничивается рассмотрением таких функ- 
ций, которые можно определить посредством степенных 
рядов: 
1х) = + ах + ах? + а + ..., 


а их „производные функции ] (х)“ (Лагранж не признает 
производной как отношения диференциалов и не употре- 
бляет символа г) определяет чисто формальным обра- 
зом, а именно посредством нового степенного ряда: 

| (х) = а, + 2аох - Заз +... 


В соответствии с этим, он говорит не о диференциальном 
исчислении, а об „исчислении производных“ (РейуаНопз- 
Как й!). Но, конечно, такое изложение не могло долго 
‘удовлетворять математиков. Действительно, с одной сто- 
роны, определение функции, принимаемое Лагранжем, 


а, Ваитапп, Каши, Се! ип Ма\Нетла%, Вей 1869, Ва. ИП, стр. 55. 
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слишком узко, как мы это выше подробно выясняли; а с 
другой стороны — и это наиболее важно — такие исклю- 
чительно формальные определения делают невозможным 
бодее глубокое понимание сущности понятия о производ- 
ной или 0б интеграле; они совершенно не принимают 
во внимание того, что мы назвали психологическим момен- 
том; вопрос о том, почему занимаются именно такими свое- 
образными „производными“ рядами, остается без ответа. 
Наконец, без изучения пределов можно обойтись только 
в том случае, если оставить совершенно без внимания 
вопрос о сходимости этих степенных рядов; но лишь 
только мы захотим заняться этим вопросом —а это 
является, ‘конечно, необходимым для действительного при- 
менения рядов, —как увидим себя вынужденными при- 
бегнуть к тому же самому понятию о пределе, ради 
устранення которого и придумана вся система. 

им я закончу краткий исторический очерк развития 
анализа бесконечно-малых; я по необходимости ограни- 
чился тем, что отметил значение наиболее выдающихся 
людей, игравших руководящую роль. Конечно, такой 
очерк следовало бы дополнить более подробным изу- 
чением литературы этого периода. Много интересных 
в этом смысле указаний вы можете найти в реферате 
Симона (Мах $1топ), представленном съезду естествоиспы- 
тателей в 1895 г. в Франкфурте, под заглавием: „К исто- 
рии и философии диференциального исчисления“. 

Если в заключение мы окинем быстрым взглядом от- 
ношение школьного преподавания к нсчислению бесконеч- 
но-малых, то уви‘им, что на первом отразился весь 
ход развития последнего. Всюду, где в прежнее время 
занимались в школе анализом бесконечно-малых, мы ви- 
дим — судя, по крайней мере, по учебникам, а иначе 
и нельзя судить о деле преподавания — полное отсутствие 
ясного представления о точном научном построении ана- 
лиза бесконечно-малых при помощи метода пределов; 
этот метод выступал лишь в более или менее расплыв- 
чатом виде; на первом плане стояли операции с беско- 
нечно-малыми величинами, а подчас н исчисление про- 
изводных, как его понимает Лагранж. Разумеется, такое 
преподавание было лишено не только строгости, но и до- 
ступности, и нет ничего удивительного в том, что посте- 


пи Що ы 
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пенно стало распространяться весьма резкое отрицатель- 
ное отношение к преподаванию анализа в школе. В 70-х 
и 80-х годах дошли даже до прямого запрещения препо- 
давать анализ, не исключая и реальных школ. 

Но это, конечно, не помешало, как я уже раньше 
имел случай отметить, применению способа пределов 
в школе в тех случаях, когда в нем оказывалась 
необходимость; но только при этом избегали самого 
названия или даже иной раз, пожалуй, думали, что зани- 
маются чем-то другим. Я приведу только три примера, 
которые большинству из вас знакомы из вашего школь- 
ного времени: 

а) Общеизвестное вычисление длины окружности и пло- 
щадн круга по способу приближения к кругу посред- 
ством вписанных и описанных правильных многоугольников 
представляет, конечно, точное интегрирование. Как изве- 
стно, этот способ весьма древнего происхождения, а именно 
принадлежит Архимеду; этому своему возрасту, восходя- 
щему до античной эпохи, он и обязан тем, что сохранился 
в школе, - 

5) Преподавание физики, в особенности ее механи- 
ческого отдела, нуждается безусловно в понятиях о 
скорости и ускорении и в их применении к законам 
падения тел. Но их вывод представляет не что иное, 
как интегрирование диференциального уравнения 2”= &, 
приводящее к функции 2= $ 2-ра!-- 6, где аи 6 суть по- 
стоянные интегрирсвания. Этот вывод школа вынуждена 
дать ввиду требований, предъявляемых физикой, и те ме- 
тоды, какие школа применяет, представляют, конечно, 
более или менее точные методы интегрирования, но только 
в замаскированном виде. 

с) Во многих школах Северной Германии проходят тео- 
рию максимумов и минимумов по способу, который назы- 
вают там методом Шельбах (ЗспеПЬасН), выдающегося педа- 
гога-математика, о котором все вы, вероятно, слыхалн. 
Этот способ состоит в том, что для нахождения экстре- 
мумов функции у =](х) полагают: 


Ши Иа ео == 0; 


= х—х, 
но это ведь и есть метод диференциального исчисления, 
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с тою лишь разницей, что не произносят слова „произ- - 
водная“. Сам Шельбах воспользовался, конечно, этим 
приемом в таком виде, когда преподавание диференциаль- 
ного исчисления в школах было запрещено, а он не захо- 
тел отказаться от этих идей. Но его ученики переняли 
прием от него в том же виде, назвали его по имени 
учителя, и, таким образом, — это делается даже еще и те- 
перь— ученикам преподносят как открытие Шельбаха вещи, 
которые были известны Лейбницу и Ньютону. 

Позвольте мне в связи с этим охарактеризовать отно- 
шение к этому вопросу наших реформаторских стремле- 
ний, которые в настоящее время встречают в Германии, 
как и в других странах — в особенности во Франции — все 
больше и больше сочувствия и, надо надеяться, будут 
играть руководящую роль в преподавании математики 
в ближайшие десятилетия. Мы хотим, чтобы поня- 


тия, обозначаемые символами у=19, , (4х. 


стали знакомы. ученику вместе с этими обо- 
значениями, но нев виде новой абстрактной 
дисциплины, ав органической связи со всем 
преподаванием; при этом нужно подвигаться вперед 
постепенно, начиная с самых простых примеров. Так, в 4-м 
и 5-м классах надо начинать с подробного изучения функ- 
ции у=ах + 6 при определенных численных значениях коэ- 
фициентов а, би функции у =х?, пользуясь клетчатой 
бумагой; при этом нужно стараться постепенно выяснить 
учащимся понятие о подъеме или падении кривой и о 
площади. В последнем классе можно будет сделать общий 
обзор приобретенных таким образом знаний, причем само 
собой обнаружится, что ученнки вполне владеют осно- 
вами или начатками анализа бесконечно-малых. Главная 
цель при этом должна заключаться в том, чтобы выяснить 
ученику, что здесь нет ннчего мистического, что все это —- 
простые вещи, которые всякий может понять. 
Неоспоримая необходимость таких реформ явствует из 
того, что они имеют в виду выяснение тех математиче- 
ских понятий, которые и теперь господствуют во всех без 
исключения приложениях математики во всевозможных 
областях и без которых совершенно теряет почву всякое 
обучение в высшей школе, начиная с простейших заня- 
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тий по опытной физике. Я могу ограничиться здесь этими 
краткими замечаниями, тем более, что как раз этот вопрос 
подробно разобран в книге Клейн-Шиммака (см. приме- 
чание на стр. 3). 

Чтобы показать приложение этих общих рассуждений 
к конкретным вещам, я разберу подробнее один из вопро- 
сов исчисления бесконечно-малых, а именно теорему 
Тейлора (Тау!ог). 


2. Теорема Тейлора, 


Обращаясь к этому вопросу, я отклонюсь от изложе- 
ния, обычно принятого в учебниках, в том же направле“ 


„1:87 
Ч -Ик) 
Г т-а х ТЕ #9 (1+2) 
Фиг. 109. Фиг. 110. 


нии, как и выше в главе о тригонометрических рядах; 
а именно, на первый план я поставлю конечный ряд, 
важный в практическом отношении, и наглядное выясне- 
ние всего материала при помощи чертежей. Благодаря 
этому все приобретает вполне элементарный характер 
и становится весьма понятным. 

Я исхожу из такого вопроса: нельзя ли приближенно 
изобразить ход любой кривой у= 1) на некотором 
ее протяжении при помощи других возможно более прос- 
тых кривых. Проще всего было бы заменить кривую 
в окрестности точки х=@а прямолинейной касательной 
к ней в этой точке (фиг. 109): 

у=А- Вх; 


так именно и поступают в физике и других приложениях 
всякий раз, когда при разложении функций в ряд сохра- 
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няют только первые степени независимой переменной, 
а остальные отбрасывают. Можно получить подобным же 
образом еще лучшие приближения, если воспользоваться 
параболами второго, третьего,... порядка: 
у=А- Вх- Сха, у=А-- Вх- Схз + Ох ,..., 

или, выражаясь аналитически, многочленами высших сте- 
пеней; применение их особенно целесообразно по той 
причине, что их удобнее всего вычислять. Мы будем так 
проводить эти кривые, чтобы они примыкали как можно 
теснее к данной кривой в точке х=а, т. е. будем ` брать 
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у-ите аж) # уе х)' 
Фиг. 11. Фиг. 112. 


соприкасающиеся параболы. Так, например, парабола вто- 
рого порядка будет иметь с кривой у=/(х) не только 
общую ординату, но и одинаковые первую и вторую пронз- 
водные (т. е. будет „соприкасаться“ с нею); у кубиче- 
ской параболы также и третья производная будет совпя- 
дать с третьей производной функции у=](х). Простое 
вычисление дает для соприкасающейся параболы п-го 
порядка такое аналитическое выражение: 


: л <) 
ука +... + Па), 


"=1,2,...), 
а это как раз первые п членов ряда Тейлора. 
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Исследование вопроса о том, представляют ли эти 
многочлены годные к употреблению приближенные кри- 
вые, и если представляют, то в какой именно форме, — 
это исследование мы начнем с рассуждений скорее опыт- 
ного характера, как и в случае тригонометрических рядов 
(стр. 286 и сл.). Я могу показать вам на экране несколько 
чертежей соприкасающихся парабол первых порядков для 


у=бнжр' у-е * 
Фиг. 113. Фиг. 114. 
некоторых простых кривых, которые нзготовил также 
Шиммак. Это, прежде всего, следующие четыре функции 
вместе с их соприкасающимися параболами в точке 0; все 
они имеют при х = —1 особую точку (фиг. 110—113): 
о 
1, Ш х) = а м 
= а а: 
2. (1+х) Ах 8% т ть 
3. ах ы=1-х+м—фж-+... 
4. (1-х =1— 2х - 3х2 — 48 + .. 
Чем выше порядок соприкасающихся парабол, тем 


больше они приближаются к оригинальной кривой в проме- 
жутке (—1,-+1); но замечательно, что справа отх = +1 
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они отклоняются от кривой вверх или вниз тем сильнее, 
чем выше их порядок. 

В особой точке х = — 1, в которой функции 1, 3,4 ста- 
новятся бесконечно большими, ординаты последователь- 
‚ных соприкасающинхся парабол принимают все большие 
и большие значения. Во втором же случае, в котором 
кривая, изображаемая оригинальной функцией, имеет 
в точке х=— 1 вертикальную касательную и не имеет 
продолжения влево от эхой точки, последовательные 


„у=57х 
Фиг. 115. 


параболы, хотя и продолжаются влево от этой точки, но 
все более и более приближаются в ней к оригинальной 
кривой, все круче и круче опускаясь книзу. В симме- 
трично расположенной точке х == + 1 в первых двух слу- 
чаях параболы пл:.мыкают все ближе и ближе к оригиналь- 
ным кривым; в третьем случае их ординаты попеременно 
равны единице и нулю, а ордината оригинальной кривой 
равна -„;в четвертом случае параболы получают попе- 
ременно положительные и отрицательные значения, рас» 
тущие до бесконечности. 

Кроме того, у меня здесь имеются чертежи соприка- 
сающихся парабол для двух целых трансцендентных фун‹- 
ций (фиг. 114 и 115): 
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Вы. видите, что протяжение, на котором соприкасаю- 
щиеся парабочы представляют годные приближения к ори- 
гинальной кривой, становится тем больше, чем выше их 
порядок. В случае функции $пх особенно ясно. видно, 
как параболы стараются все больше и больше подражать 
колебаниям синусоиды. 

Замечу, что вычерчивание подобных кривых для наиболее 
простых случаев представляет, пожалуй, подходящий ма- 
териал и для школы. 

Собрав таким образом опытный материал, мы должны 
теперь перейти к рассмотрению вопроса с математической 
точки зрения. Здесь прежде всего возникает крайне важ- 
ный в практическом отношении вопрос о той точности, 
с какой вообще соприкасающаяся парабола п-го порядка 
изображает оригинальную кривую,— так называемая оце- 
нка погрешности или остатка; сюда же примы- 
кает, конечно, вопрос о переходе к бесконечно большому п: 
нельзя ли при помощи бесконечного степенного ряда 
точно изобразить данную кривую? 

Я могу здесь ограничиться тем, что приведу наиболее 
известную теорему о величине остатка: 


к ы^ я-а, (х— а)" м 
п) — О Ре") 


вывод ее вы найдете во всяком учебнике; кроме того, 
я вернусь еще позже к этому, исходя, из более общей 
точки зрения. Теорема гласит: между а и х сущест- 
вует такое промежуточное значение & что 
Ю,(х) можно представить в таком виде: 


к. = “6 


Вопрос о переходе к бесконечному ряду сводится 
теперь непосредственно к вопросу о том, стремится ли 
этот остаток Ю,(х) при беспредельном возрастании п к 
пределу нуль или нет. 

В применении к нашим примерам отсюда выводят — 
и это вы тоже найдете во всяком учебнике, — что прежде 
всего вби бб примерах бесконечный ряд сходится для 
всех значений Хх. Что же касается первых четырех при- 
меров, то оказывается, что бесконечный ряд сходится для 


22 $. Клейн. Элементарная математика 
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всех значений х, заключенных между +1 и —1, причем 
сумма его равна первоначально заданной функцни, но 
вне этого промежутка ряд расходится. При х=— 1 
во втором примере ряд сходится, имея суммой величину 
функции в этой точке; ав 1, Зи 4 примерах сумма ряда 
стремится к бесконечности так же, как и значение самой 
функции, так что и в этом случае можно было бы, соб- 
ственно, говорить о сходимости; но по традиции этого 
термина не употребляют в случае рядов с явно беско- 
нечным пределом. Наконец, при х = + 1 мы имеем дело 
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Фиг. 116. 


со схо"имостью в обоих первых и с расходимостью в обоих 
последних примерах. Все это прекрасно согласуется с ре- 
зультатами изучения наших чертежей. Но можно задать себе, 


как и в случае тригонометрических рядов, такой вопрос: . 


к каким предельным положениям стремятся соприкасаю- 
щиеся параболы, когда мы смотрим на них чисто геоме- 
трически — как на кривые? Ведь они не могут внезапно 
оборваться при х == --1. Для ш.1--х) эти предельные 
кривые изображены приближенно на фиг. 116, а именно 
оказывается, что четные и нечетные параболы стремятся 
к двум различным предельным положениям, состоящим 
из части логарифмической кривой, заключенной между 
—1и +1, и из примыкающей к ней в точке х = +1 
нижней, и соответственно верхней, половины вертикали 
Х = +1. Аналогично обстоит дело и в остальных трех 
случаях. : 


ыы 


ож 
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Теоретическое исследование ряда Тейлора находит свое 
завершение лишь при переходе к мнимым переменным, 
ибо только тогда становится понятным внезапное пре-. 
кращение сходимости степенных рядов в совершенно’ 
определенных точках функции. Конечно, в наших четырех 
примерах можно считать, что это явление в точке Х == -- 1 
объясняется в достаточной степени тем обстоятельством, 
что ряд не может сходиться справа дальше, чем он схо- 
дится слева; слева же сходимость должна прекращаться 
в точке х = —1, ибо это — особая точка для рассматри- 
ваемых функций. Но уже в нижеследующем примере это 
рассуждение оказывается неприменимым. Ряд Тейлора 
для ветви функции агс{ех, которая остается правильной 
при всех вещественных значениях х: 


гм 
ас {8 Х = х— += —..., 
ы зР5 


сходится только в промежутке (—1, +1), а соприкасаю- 
щиеся параболы поочередно стремятся к предельным кри- 
вым, изображенным черточным и точечным пунктиром 
(фиг. 117). Внезапное прекращение сходимости во вполне 
определенных точках х = --1 совершенно не поддается 
пониманию, если оставаться в области вещественных 
переменных. 

Объяснение заключается в замечательной теореме о 
круге сходимости, которая представляет самое прекрасное 
открытие, сделанное Коши (Саиспу) в теории функций: 
эта теорема гласит: если отметить в комплекс- 
сной плоскости х все особенные точки ана- 
литической функции ](х), то ряд Тейлора для 
этой функции, относящийся к точке х=а, 
сходится внутри той окружности, описанной 
около а как центра, которая проходит через 
ближайшую особую точку; этот ряд не схо- 
дится ни для одной точки, лежащей вне этой 
окружности (фиг. 118). 

Для функции агс 1х, как известно, значения х = Е? 
представляют особенные точки; поэтому кругом сходи- 
мости для разложения по степеням х является круг ради-, 
уса 1 с центром в точке х==0. Вследствие этого схо- 
димость должна прекращаться в точках Х == +1, в кото- 
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рых ось вещественных чисел выходит за пределы круга 
сходимости (фиг. 119). 

Что же касается сходимости ряда на самом круге 
раднуса 1, то по этому вопросу я должен ограничиться 
следующим указанием, примыкающим к подчеркнутой 
выше связи между степенными и тригонометрическими 
рядами: упомянутая сходимость зависит от того, можно 
ли вещественную и мнимую часть функции на круге 
сходимости вместе с теми особенностями, какими они там 
необходимо обладают, разложить в сходящиеся тригоно- 
метрические ряды. 


Фиг. 119. 


Я хочу еще оживить теорему Тейлора тем, что покажу, 
в каком отношении она стоит к проблемам интерполи- 
нования и разностного исчисления. И в этих дисципли- 
нах занимаются вопросом о том, чтобы приближенно 
изобразить заданную кривую при помощи параболы; но 
здесь вопрос ставится иначе; здесь парабола ие должна 
примыкать к данной кривой в одной определенной точке, 
а напротив, требуется, чтобы она пересекала заданную 
кривую в нескольких, заранее указанных точках; вопрос 
снова заключается в том, в какой мере такая „интерпо- 
ляционная парабола“ представляет пригодное приближе- 
ние. В простейшем случае разница сводится к тому, что 
кривую заменяют неее касательной, а ее секущей (фиг. 120); 
далее; аналогично исследуют квадратичную параболу, 
проходящую через три точки данной кривой, кубическую 
параболу, проходящую через четыре точки и т. д. 

Такая постановка вопроса в теории интерполирования 
является вполне естественной и применяется необычайно 
часто, например при употреблении численных логариф- 


елшактоьинтенетьх 


палит лан ыьлвиртьни отт лечь = 
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мических таблиц. Действительно, в этом случае как раз 
допускают, что логарифмическая кривая проходит между 
двумя значениями, данными в таблице, по прямой линии, 
и поэтому интерполируют линейно по обычному способу, 
пользуясь „табличками разностей“. Если же это не дает 
достаточно точных результатов, то применяют и квадра- 
тичную интерполяцию. 

По отношению к этой общей задаче определение 
соприкасающихся парабол по теореме Тейлора предста- 
вляет частный случай, а именно здесь все точки пере- 
сечения кривой с интерполяционнымн параболами слива- 
ются в одну точку. Конечно, при такой замене кривой 


АБ 115. 


фиг. 120. Фиг. 121. 


соприкасающимися параболами слово „интерполирование“, 
собственно говоря, не подходит; но, с другой стороны, 
в задачу интерполирования всегда включают также 
и экстраполирование; так, например, секущую срав- 
нивают с кривой не только между ее точками пересечения, 
но и вне их. Поэтому для обозначения всего способа в 
целом более целесообразным представляется, пожалуй, 
общее выражение „приближение“ (АрргохтаНоп).. 
Теперь я намерен указать наиболее важные интер- 
поляционные формулы. Поставим себе прежде всего целью 
определить параболу (п—1)-го порядка, которая пересе- 
кала бы данную кривую в п произвольно выбранных точках 


а, ..., @»» Т. 6. чтобы ее ординаты в этих точках были 


з ны Га,), Г(а.), ..., Ка,) (фиг. 121). Эту задачу разре- 


шает  интерполяционная формула Лагранжа: 
(х—а)(х—@)... &— а) 
ь (а, — а) (а, — аз)... (@&—а,) Г) + ] 


поем. в-ы 
ое! т 


(1) 
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В этой формуле в общем содержится п членов с множите- 
лями К(а,), [(аз).., Ка»); в чисдители этих членов не внесены 
последовательно множители (х—а,:), (х— а»), ..., (х— а,). 
Справедливость этой формулы можно сразу проверить: 
с одной стороны, все слагаемые выражения }, а следова- 
тельно, и само у, представляют многочлены (п— 1)-Й сте- 
пени относительно х—@; с другой стороны, все дроби, 
кроме первой, обращаются при х=а, в нуль, а первая 
обращается при этом в единицу, так что у оказывается 
равным ] (а,); точно так же у == } (аз) при х =а. ит.д. 

Из этой форму можно получить, как ее частный 
случай, формулу Ньютона, которая исторически, конечно, 
гораздо старше формулы Лагранжа. 
Формула Ньютона относится к тому 
случаю, когда даны равноотстоящие 
абсциссы а;, а.,..., а, (фиг. 122). В 
этом случае имеют большое преиму- 
щество обозначения, принятые в раз- 
ностном исчислении, и поэтому мы 
сперва познакомимся с последними. 

Пусть Ах обозначает некоторое приращение перемен- 
ной х, а 4/(х) —соответственное приращение функции 


[(х), так что 
Кх - 4х) = /(х) + АКх). 


Но Ах), в свою очередь, представляет некоторую функ- 
цию от х, которая при. изменении переменной х на 4х 
имеет определенную разность — так называемую „вторую 
разность“ 4х): 


ах + 49 = 4х) + 2х; 
аналогично полагаем далее: 
Кх + 4%) = 2х) + 2) 


‚а, я. 
Фиг. 122. 


ит. д. 

Эти обозначения вполне аналогичны обозначениям дифе- 
ренциального исчисления, с той только разницею, что 
здесь мы имеем дело с определенными конечными вели- 
чинами и ни о каких предельных переходах нет речи. 

Из написанных выше равенств, выражающих опреде- 
ления разностей, непосредственно вытекают такие выра- 


авиша. 
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жения для значений функции | в последовательных равно- 
отстоящих точках: 
{С + 4%) =/ © + 4Кх), 
[(х + 24х) = Кх- 4х) арх - 4х) = 
= /(х) + 24К® + 4х), 6) 
1(х + З4х) = | (х + 24х) + Ах - 24х) = 
= /(х) + ЗАКх) + 341 /(х) + 2х), › 
1к+44ю=1(х)+44 +691 )+44 +. 
Таким же простым образом выражаются значения функции 
[и в дальнейших равноотстоящих точках через последо- 
вательные разности | в первой точке х, причем в качестве 
множителей входят биномиальные коэфициенты. 
Формула Ньютона выражает интерполирующую пара- 
болу (п—1)-го порядка для п равноотстоящих точек: 


а, =а, а, =а-+ 4х,..., а, =а- (п—1) 4х, 
т. е. такую параболу, которая при этих абсциссах имеет 
ординаты, равные соответствующим значениям функции 
[(х); эта формула имеет вид: 
т х—@ 4|(а) 
ИР - АА 
ия и-а-дх 41а 
нЕ ИТР +... в 
(х—а) (х—а— Ах)... (х—а—(п—2) 4х) 48—11 (а). 
ы (п 1)! Ат—1 


В самом деле, это, во-первых, многочлен (п— 1)-й степени 
относительно х, во-вторых, при х = а, у приводится к | (а); 
при х=а-+- Ах все члены после второго отпадают, и оста- 
ется у == (а) + 4/(а), что согласно равенствам (2) как раз 
равно Га + 4), и т. д. Таблица (2) показывает, что этот 
многочден во всех п точках принимает верные значения. 

Если мы хотим в действительности применить с успе- 
хом одну из этих формул интерполирования, то нам надо 
еще знать что-нибудь относительно той точности, с кото- 
рой они выражают функцию 1х); другими словами, мы 
должны уметь оценить погрешность. Эту оценку указал 
Коши в 1840 г. *), и я охотно приведу здесь ее вывод 


1) „Сотрёез Вепаив“, ХТ, стр. 115 исд. или „Оеиутез“, 1 зег., (Ран5 
1885, стр. 422. 
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‚ Пусть х есть какое-нибудь значение, заключенное между 
значениями 4,, @.,...‚а, (мы исходим из общей форм} лы 
Лагранжа) или вне их (интерполирование иди экстраполн| о- 
вание). Через Р(х) обозначим значение интерполир! ю- 
щей параболы (п — 1)-го порядка, изображаемой форму- 
лой Лагранжа; через А (х) обозначим остаток, так что: 


Кх) =Р(х) + В). (4) 
Согласно определению функции Р(х), остаток К(х), 
несомненно, обращается в нуль при х=а;, а, ..., @,; поз- 


тому мы полагаем: 


К(х) = и—&)(х— Е и — аи) +(х). 


Выделение множителя п! представляется удобным по той 
причине, что тогда множитель у(х) оказывается равным 
значению п-й производной от} (х) для некоторой промежу- 
точной точки $, — промежуточной в том смысле, что она 
заключена внутри промежутка, занимаемого п -- | точками 
а, а»..., а» х. То обстоятельство, что отклонение 
функции /(х) от многочлена (п—1)-й степени зависит от 
общего хода изменения производной п-го порядка /%(х) 
становится вполне естественным, если принять во внима- 
ние, что функция ] (х) становится равной этому многочлену, 
если производная /‘"'(х) обращается тождественно в нуль. 

Что же касается доказательства этой формулы остатка, 
то его удается провести при помощи такого приема: сос- 
тавляем функцию от новой переменной 2: 


Е()=К2)— Р()— ео... вв +) 


где переменную х в функции 4(х) рассматриваем как 
И как по определению ](а,) =Р(а,) ("= 
== ],,..,П), ТО лы 


Е(а:) = Е (@,) =... =Е (@,) = 0. 


Далее, находим, что и Е(х) =0, так как при & == х посдед- 
нее слагаемое переходит в А (Х) и вся правая часть в силу 
равенства (4) обращается в нуль. Таким образом мы знаем 
п-1 корней: 2=а,а,,....а»„х функции Е (2). Теперь 
применим теорему о среднем значении в обобщенном виде; 
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получаем посредством повторного применения этой 
теоремы в ее обычной форие (стр. 319);если некоторая 
непрерывная функция, имеющая п непреры- 
вных производных, обращается в нуль вп +1 
точках, то ее л-я производная обращается 
в нуль, по крайней мере, в одной точке про- 
межутка, содержащего все эти п--1 корней. 
Поэтому, ебли только функция {[(2), а вместе с нею Р (2) 
обладает п непрерывными производными, то существует 
такая точка &, заключенная между крайними из значений 
а, а, ..., Ч, Х, что 
Е® (8 =0. 


Е® (2) = |" (2) —ф(х), 


так как п-я производная многочлена (п —1)-й сзепени Р рав-. 
на нулю, а в последнем слагаемом толькс высший член 


=: ф(х) дает п-ю производную, отличну:\ эт нуля. Таким 


Но 


образом в результате находим: 
Е ((8) = [°(5) — 9) = 0, т. е.ф (<) = [7 8), 
а это именно и требовалось доказать. 
Я выпишу подробно, в частности, интерполяционную 
формулу Ньютона с ее остаточным членом: 
х—а— 4х) 43[(а) у 


= а). @-0е- 
Год = (ад +94 + 89 = 


аи 07 1" (8), (5) 


где & означает некоторое среднее значение, заключенное 
в промежутке, содержащем п--1 точек а, а + 4х, ..., 
а-- (п—1) 4х, х. Эта формула действительно незаменима 
в применениях. Я уже указывал на линейное интер- 
полирование при пользовании таблицами логариф- 
мов; для [(х) = 16 (х) и п= 2 формула (5) дает: 
х—а4ва (х—а)(х—а— 4х) М. 
ме 2 Г. 


нба ПИ м. если через М обозначить модуль взя- 
м 


а! 
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той системы логарифмов); это дает нам выражение для 
той ошибки, какую мы совершаем при линейном интер- 
полировании между двумя логарифмами чисел а иа + Ах, 
взятыми из таблицы. Между прочим, из этой формулы видно, 
что эта ошибка получает различный знак, в зависимости 
от того, лежит ли число Х между числами ани а 4х 
или вне их. Строго говоря, эту формулу должен был бы 
знать всякий, кому приходится иметь дело с таблицами 
логарифмов. 

Я не буду больше останавливаться на приложениях, 
а перейду к замечательной аналогии между интерполя- 
ционной формулой Ньютона и строкой Тейлора. В основе 
этой аналогии лежит следующее обстоятельство: из фор- 
мулы Ньютона можно очень легко и притом совершенно 
строго вывести ряд Тейлора с остаточным членом; этот 
вывод вполне соответствует переходу от интерполяции 
к приближенным параболам. В самом деле, если при 
постоянных х, аи п приращение 4х стремится к нулю, 
то каждое из п—1 отношений межчу конечными разно- 
стями, встречающихся в равенстве (5), переходит в соот- 
ветствующую производную [по предположению, ведь 
существуют первые п производных функций {(х)]: 


А1(х) _ Ах) 
Нт р = /+(х), Пт о == (Хх) 


ит. д. 

Отсюда следует, что множитель /‘") (&) последнего члена 
правой части тоже стремится к определенному пределу, 
а вследствие непрерывности функции [”)(х) этим преде- 
лом опять является среднее значение ]|(5). Итак, мы поду- 
чаем совершенно строгое равенство: 


Их) = Ка) +=" Над К“ а) +... 


Е “= 1")(5). @<:<»). 


Таким образом мы вполне доказали теорему Тейлора 
и в то же время показали, с каким изяществом ее можно 
привести в связь с общим учением об интерполяции. 
Благодаря этой тесной связи с очень простыми вопро- 
сами и благодаря тому, что предельный переход здесь 


Е ттыдльноа 


ИСЧИСЛЕНИЕ БЕСКОНЕЧНО-МАЛЫХ 347 
ие 

так легок, я считаю этот вывод строки Тейлора лучшим 
из всех возможных выводов. Но не все математики, даже 
хорошо знакомые с этими вещами, — нужно, впрочем, 
заметить, что, как это ни странно, их часто не знают даже 
составители учебников, — держатся этого мнения; они 
обыкновенно принимают очень серьезный вид, приступая 
к предельному переходу, и предпочитают дать непосред- 
ственное доказательство теоремы Тейлора, чем вывод ее 
при помощи разностного исчислення. 

Но я могу здесь же отметить, что исторически источ- 
ником открытия ряда Тейлора было именно разностное 
исчисление. Как я уже упоминал, в первый раз этот ряд 
построил Тейлор (Вгоок Тау1ог) в своем „МеноЧиз 1псге- 
тетогит 1)“; онтам выводит сначала формулу Ньютона — 
конечно, без остаточного члена—и потом полагает в ней 
одновременно Дх = 0, ил == со; он вполне правильно полу- 
чает из первых членов этой формулы первые члены 
нового ряда: 


— пока. Ч} а ви) 
К = ад те. ее... 


и считает очевидным, что этот ряд можно продолжать 
до бесконечности, — ни об остаточном члене, ни о сходимо- 
сти у него нет и речи. Это неслыханный по своей смело- 
сти предельный переход. Первые члены, в которых встре- 
чается х —а— 4х, х—24х,..., не представляют трудно- 
стей, так как при !т 4х = 0 исчезает также Дх, повторенное 
конечное число раз. Но при дальнейшем возрастании 
п появляются з постоянно возрастающем числе члены, 
содержащие множители х—@ — К Ах с постоянно возра- 
стающими значениями А, и мы, конечно, не имеем права 
обращаться с ними так, как с первыми членами, и пред- 
полагать, что мы получаем сходящийся ряд. 

В сущности Тейлор здесь оперирует с бесконечно 
малыми величинами (диференциалами) гораздо, если можно 
так выразиться, легкомысленнее, чем это когда-либо 
делали последователи Лейбница: интересно отметить, что 
он еще в молодости (ему было 29 лет) и еще на глазах 
Ньютона так уклонился от метода пределов, которы 


т) [оп4ии 1715, рай. 21 — 23. 
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пользовался последний. Как бы там ни было, ему удалось 
таким образом сделать свое очень важное открытие. 
Отличное критическое изложение истории развития 
этой теоремы можно найти в работе Альфреда Прингсгейма 
(А\пе@ Рипезпейт: „иг СбезсвсЩе 4ез Тау!огзспеп 1ейгза{- 
1е3“ 1). Я здесь хотел бы еще сказать несколько слов 
по поводу делаемого обыкновенно различия между рядом 
Тейлора и рядом Маклорена. Как известно, во всех учеб- 
никах под названием ряда Маклорена отдельно рассма- 
тривают частный случай ряда Тейлора при а = 0: 


К) = КО) +1 0+") +..., 


и легко может притти в голову, что очень важно строго 
отличать один ряд от другого. Каждому знакомому с делом 
ясно, что с математической точки зрения это различие 
совсем несущественное, менее известно то обстоятельство, 
что оно исторически также является бессмыслицей. Во- 
первых, Тейлору принадлежит несомненный приоритет 
в отношении общей теоремы, к которой он пришел, как 
указано выше. Но, кроме того, он дальше (стр. 27) спе- 
цнально останавливается на той форме, которую его ряд 
получает при а =0, и замечает, что в этом случае ряд 
можно получить также непосредственно, при помощи так 
называемаго способа неопределенных коэфициентов. Этим 
способом воспользовался в 1742 г. Маклорен в своей 
упомянутой выше (стр. 318) книге „ТгеаНзе о{ Йих!опз 2)“, 
причем он совершенно ясно ссылается на Тейлора и не 
заявляет претензии дать что-нибудь новое. Но на эту 
ссылку впоследствии не обратили внимания и стали счи- 
тать автора учебника вместе с тем автором теоремы; 
таким образом ведь часто происходят ошибки. Только 
еще позже опять вспомнили про Тейлора и назвали его 
именем общую теорему. Очень трудно, —а может быть 
даже невозможно — бороться с такими укоренившимися 
нелепостями; можно только выяснить истинное положение 
дел в маленьком кругу тех математиков, которые интере- 
суются историей своей науки. 


1) „ВЫЬПоёеса таетаНса“, 3 серия, 1 (1900), ‚ 433 — 479. 
У’ЕанриеВ 1742, чо. 11, рав. 610. ма 
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Мне хотелось бы прибавить к этому еще некоторые 
замечания исторического и педагогического характера. 


3. Замечания исторического и педагогического 
характера. 

Я отмечу раньше всего, что связь, которую Тейлор 
установил между разностным и диференциальным исчи- 
слениями, сохранялась в течение продолжительного вре- 
мени: еще у Эйлера, в работах его, посвященных анализу, 
эти две дисциплины тесно связаны одна с другой, и фор- 
мулы диференциального исчисления рассматриваются как 
предельные случаи совершенно элементарных соотноше- 
ний, имеющих место в разностном исчислении. Это вполне 
естественное соединение двух наук продолжалось до тех 
пор, пока не появилось исчисление производных Лагранжа 
с его, не раз уже упомянутыми выше, формальными опре- 
делениями. Я должен здесь указать на одно компилятив- 
ное сочинение конца ХУ в., в котором автор, становясь 
на почву учения Лагранжа, излагает все известные в то 
время факты исчисления бесконечно-малых; это „Ттанё 
4и са!си! 41 6тепие] её Чи са! И\ерга!“, принадлежащее 
Лакруа (Гасгойх 1). Как характерный пе из этой ра- 
боты, я приведу определение производной (1, рая.145). Пусть 
некоторая функция [(х) определена степенным рядом; 
пользуясь разложением бинома Ньютона и соединяя члены 
с одинаковыми степенями буквы й, мы получим: 


К и) = 169 + А/9+ 5 +... 


Лакруа просто обозначает член линейный относительно / 
через 4/(х) и, так как вместо й можно писать 4х, получает для 
производной, или, как он это называет, для диференциаль- 
ного коэфициента, соотношение: 


4 — их. 


Это равенство получает, таким образом, совершенно 
формальный характер, хотя против правильности его 
нельзя возражать. 

Понятно, что при таком характере изложения Лакруа 
не иожет исходить из разностного исчисления; он считает, 


1) 3 тома. Райз 1797 — 1800 (2 64. 1810 — 1813). 
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однако, последнее настолько важным для практики, что 
не решается вовсе его опустить, а даег его в виде само- 
стоятельной дисциплины—и притом в очень подробной 
обработке— в Ш томе. 

Историческое значенне этой книги, которую называют 
„большой Лакруа“, состоит, главным образом, в том, что 
она является источником, из которого черпали материал 
многие учебники исчисления бесконечно-малых, появив- 
шиеся в ХХ в.; раньше всего здесь нужно назвать учеб- 
ник, составленный самим Лакруа, — „маленький Лакруа“. 

Впрочем, начиная с 20-х годов этого столетия, наряду 
с влиянием Лакруа, в учебниках сказывается также влия- 
ние способа пределов, которому Коши возвратил его преж- 
нее значение; я нмею в виду, главным образом, французские 
учебники, выходившие под названием „Соигз а’апа1узе 
Че 1‘6со]е ройу4еспи!дце“ и предназначенные для высших 
учебных заведений, Немецкие учебники, за единственным 
исключением Шлемильха (5сШбтИсв), не носят самостоя- 
тельного характера, а зависят прямо или косвенно от 

ранцузских. Из этой массы книг я выделю только „Соцгз 
е са!си! @416гепие| её ицерта!“ Серре, который в первый 
раз вышел в Париже в 1884 г.; Гарнак (А. НагпасК) пере- 
вел его на немецкий язык, и он стал также в Германии 
одним из самых распространенных учебников. Книга под- 
вергалась переработке несколько раз, и изложение сдела- 
лось ввиду этого неравномерным; но для недавно появив- 
шегося 3-го издания Шефферс (Ц. Зспейегз, СпайоНепЬиге) 
переделал ее опять и придал ей цельный характер '). Мне 
еще хотелось бы упомянуть об одной, совсем новой фран- 
цузской книге: это двухтомный „Соигз 4’апа]узе та{Нёта- 
Наие“ Гурса (Соигза{) 2); он по многим вопросам содер- 
жит гораздо больше материала, чем Серре, и в него 
входит целый ряд новейших нсследований; кроме того, 
он очень доступно написан. 

Во всех этих новых учебниках производная и инте- 
грал определяются при помощи предельного перехода, — 
о разностном исчисленин в них нет и речи. При таком 
изложении многое может стать более отчетливым, но 


1) ). А, ЗеггеЕ и, $5. Зспе!Ёегз, [ейтБисп Чег ОИ, ц, | . 
пипе. Ва. 1—П, 1ерир 1906, 1907. м 
-) Рапз 1902 и 1907. 
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при этом, как в микроскопе, суживается поле зрения. 
Разностное исчисление теперь предоставлено тем, которые 
занимаются практическими вычислениями, главным образом 
астрономам; математики же совсем не изучают его. 

а этом я закончу свое изложение исчисления беско- 
нечно-малых и только в заключение опять укажу на осо- 
бенности, отличающие его от того изложения, которое 
обыкновенно дается в учебниках. 

1.Я иллюстрирую абстрактные рассуждения при помощи 
наглядных, конкретных чертежей. (Приближенные кривые 
для рядов Фурье и Тейлора.) 

2. Я подчеркиваю связь с соседними областями, на- 
пример с разностным и интерполяционным исчислениями 
и даже с философскими исследованиями. 

3. Я указываю на историю развития предмета. 

4. Я привожу примеры изложения из популярной лите- 
ратуры с целью выяснить разницу между основанными 
на ней воззрениями публики и воззрениями специалнистов- 


_ математиков. 


Я считаю знакомство с этими вещами особенно важ- 
вым для будущих учителей. Как только вы вступаете 
в практическую жизнь, вам приходится столкнуться с ходя- 
чими воззрениями, и если вы в них не разобрались раньше, 
если вы незнакомы с`элементом наглядности в математике 
и не сознаете ее живой связа с соседними областями, 
если вы, что важнее всего, не знаете исторического раз- 
вития вашей науки, то вы теряете всякую почву под 
ногами; вы становитесь на почву самой ортодоксальной 
математики — и вас тогда не понимают ученики, или же 
вы признаете себя побежденными, отказываетесь от всего, 
чему вы научились в университете, н придерживаетесь 
в преподавании традиционной рутины. Как раз здесь, 
в области исчисления бесконечно-малых, разрыв между 
средней и высшей школой особенно велик; я надеюсь, 
что мое изложение будет содействовать его устранению 
и что я дал вам для вашей педагогической деятель- 
ности полезное орудие. 

Теперь я оставляю традиционный анализ и хочу посвя- 
тить приложение изложению нескольких теорий новей- 
шей математики, о которых мне уже приходилось упоми- 
нать раньше и с которыми, как мне кажется, учитель 
должен быть немного знаком. 


ПРИЛОЖЕНИЕ. 


Т ТРАНСЦЕНДЕНТНОСТЬ ЧИСЕЛ @ё И я 


Интерес к числу п возник — в геометрической форме— 
еще в древности, и тогда уже вполне сознавали разницу 
между задачей приближенного вычисления его и задачей 
о точном теоретическом построении и даже обладали 
некоторыми предпосылками для решения обоих вопросов. 
Решение первого значительно подвинулось вперед благо- 
даря Архимеду и его способу приближения к кругу рн 
помощи вписанных н описанных многоугольников; второму 
вопросу скоро далн более точную формулировку: можне 
ли построить число х при помощи циркуля и линейки?— 
и стали пробовать найти это построение всевозможными 
способами, не догадываясь, что причиной постоянных неудач 
является неразрешимость задачи; все, что сохранилось от 
этих первых попыток, недавно опубликовал Рудио'). Но 
и теперь „квадратура круга“ является одной из самых 
популярных задач, н множество людей —какя уже говорил 
раньше — хотят попытать на ней счастье, не зная или не 
веря, что современная наука давно с ней покончила. 

Между тем эти старые вопросы теперь действительно 
вполне решены. Принципы, на которых основано современ- 
ное решение этих задач, были найдены в промежуток 
времени от Ньютона до Эйлера. Для приближенного вычи- 
сления л было найдено прекрасное средство в виде 
бесконечных рядов, которые дают возможность достигнуть 
точности. удовлетворяющей самым строгим требованиям. 
Дальше всех в этом направлении пошел англичанин Шарп 
(Звагр), который нашел 600 десятичных знаков числа ях; это 
вычисление имеет только, так сказать, спортивный инте- 


:) Виато, Рег Вейс 4е$ ЗипрИсш$ Бег Че Оцаганиеп 4ез АпН- 
рвой ци НрроКга{ез, ж: ‚ 1908. См, также Ф. Руд!о, Квадратура 
круга, Одесса, Ма{Вез1, 1910, 
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рес, как рекорд, потому что в приложениях никогда 
не потребуется знать л с такою точностью. Что ‘касается 
теоретической стороны вопроса, то в этом периоде в иссле- 
дованиях впервые появляется число ‘е, основание натураль- 
ных логарифмов. В это время было открыто удивительное 
соотношение 2" = —1 и подготовлено, в виде интеграль- 
ного исчисления, важное орудие для окончательного реще- 
ния вопроса. 

Решительный шаг в этом направлении сделал, как 
известно, Эрмит (Г.егиНе). доказав в 1874 г. трансцендент- 
ность числа е!). Он не нашел, однако, также доказательства 
трансцендентности числа я; это удалось впервые Линдема! у 
(/п4етапп) в 1882 г. ?). 

Здесь мы имеем существенное обобщение классической 
постановки вопроса; там речь шла только о том, чтобы 
построить л при помощи циркуля и линейки, а это, 
как мы знаем (стр. 78), аналитически сводится к тому, 
чтобы представить л как результат нескольких последо- 
вательных извлечений корня квадратного из рациональных 
чисел. Теперь же доказывается не только, что это невоз- 
можно, но нечто еще гораздо большее; именно можно 
показать, что как я, так ие суть числа транс- 
цендентные, т.е. что их вообще нельзя связать с 
целыми числами никаким алгебраическим соотношением. 
Другими словами, ни е, ни х не могут быть корнями 
алгебраического уравнения с целыми рациональными 
коэфициентами 


@ -- ах ам --... На,х" =0, 


каковы бы ни были целые числа @%,...,а, и показатель п. 
Самое существенное здесь — это целые рациональ- 
ные коэфициенты; достаточно было бы, собственно, 
сказать рациональные коэфицненты, потому что, приводя 
к общему знаменателю и отбрасывая его, мы всегда мо- 
жем свести уравнение с рациональными коэфицниентами 
к уравнению с целыми рациональными коэфициентами. 


2) „Сотр(ез Кеп4из“, т. 77 (1873), стр. 18—24, 74—79, 226— 
в —- РН и (912), И Ве. вы о 
„ЭЦзипазренсще 4ег Вейшег АКафенце", 1 : 
Аппа!еп“, ХХ (1882), стр. 213 и сл, о ао 
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Я теперь приведу доказательство трансцендентностн 
числа е, причем буду пользоваться теми существенными 
упрощениями, которые сделал в нем Гильберт (НИБе“) 
`в 43 томе „Машеш. Аппа!еп“ (1893 г.). 


Доказательство трансщендентности числа е. 


Нам предстонт доказать, что предположение существо- 
вания равенства 


в - але + ао? -|-... + а,” ==0, (1) 


где & 0 и коэфициенты %,...‚а, суть целые числа, 
ведет к противоречню; это противоречие обнаружится на 
самых простых свойствах целых чисел. Нам придется 
ссылаться из леории чисел только на самые элементарные 
теоремы о делимости, в частности на то, что каждое 
пелое положительное число можно разложить на перво- 
начальных множителей только одним способом, ин на то, 
что существует бесчнсленное множество простых чисел. 

План нашего доказательства заключается в следующем: 
мы покажем, как находить очень хорошие рациональные 
приближенные значения для числа е н его степеней сле- 
дующего вида: 


с МН, а М, ет, (2) 
а 
где М, М,, М.,..., М, суть целые числа, а ммм 


чрезвычайно малые дроби. Умножая затем обе части ра- 
венства (1) на М, мы придадим ему такой вид: 


{а М - а, М, - аМ.-+... + а,М, |+ (3) 
як {а;8, + 4.2, ао 052 а, 8} =0 


Первое слагаемое левой части есть целое число, и мы 
докажем, что оно не равно нулю; второе слагаемое 
нам удастся, выбирая достаточно малые значения для 
чисел г,,...,е»„ сделать правильной дробью. Мы 
придем, таким образом, к противоречию, заключающе- 
муся в том, что сумма целого, отдичного от нуля, числа 
а М - а.М, +...-+а,М, и правильной, отличной от еди- 
ницы, дроби але. +... -- ав, равна нулю; отсюда и будет 

„вытекать невозможность равенства (1). 


наивный 


пореаимьщнних 


сотен 
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Ирн этом большую услугу нам окажет следующее пред. 
ложение: целое число, которсе не делится на некоторое 
определенное число, отлично от нуля (потому что нуль 
делится на всякое число); именно мы покажем, что числа 
М;,...,М, дедятся на некоторое простое число р, а число 
а«М на него, наверное, не делится; таким образом сумма 
@М + а.М,+...+а„М, не делится на р и, значит, от- 
лична от нуля. 

Главным орудием для действительного выполнения того 
доказательства, идея которого только что намечена, яв- 
ляется один определенный интеграл; его впервые в таких 
рассуждениях стал употреблять Эрмит, и поэтому мы 
можем назвать его интегралом Эрмита; построить его—зна- 
чило найти ключ ко всему доказательству. Мы увидим, 
что значение этого интеграла есть целое число, и он 
определит наше число М: 


М= 221 { (2—1)(2—2)... (2 — п)} Ре 42. (4) 
| (р—1у } 


здесь п есть степень нашего предполагаемого уравнения (1), 
а р— некоторое простое число, которое мы определим 
дальше. При помощи этого интеграла мы найдем также 
вышеупомянутые приближенные значения (2) для степеней 


@ (г=1,2,... п); для этого мы разобьем интервал 0...со 
на два интервала при помощи числа э и положим: 
Е | 0... ет, (4а) 
; (р-1 
г =2-Ц2-1)...@-пре- 
= @’ ар... ап | 
С | Фи - (45) 


Перейдем теперь к самому доказательству. 
1. Исходным пунктом является формула, хорошо изве- 
стная из элементарной теорни функции Г: 


[== е-2аа = Г (6). 


9 
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Нам придется применять эту формулу только в пред- 
положенин, что о есть число целое; в эгом случае Г(0) = 
= (0 —1)|, и я сейчас это докажу. При помощи интегри- 
ровання по частям мы найдем: 


со 


| 2 11-242 == [— 2-12] + [ее = 
9 0 


=(0—1) (2° - *е-# 42. 
| 


Второй сомножитель правой части представляет собой 
интеграл того же вида, но только показатель при 2 на 
единицу меньше; применяя это преобразование несколько 

со Г 


раз, мы дойдем, при о целом, до 2\, а так как ее 1, 


то мы получим окончательно: 

со 

(име =@—10@—2). ..3.2.1=(@—11 6) 

0 
Этот интеграл есть, таким образом, при целом о, целое 
число, которое очень быстро возрастает с возрастанием © 

Чтобы сделать этот результат геометрически наглядным, 
изобразим графически ход изменения функции 2-12" 
для различных значений о (фиг. 123); значение интеграла 
будет равно площади фигуры. зак 'юченной между кривой 
и осью 2 и простирающейся до бесконечности. Чем боль- 
ше о, тем теснее кривая примыкает`к оси абсцисс вблизи 
ТОЧКИ 2 =0, но зато тем скорее она подымается, начиная 
от точки 2=1; затем она достигает, каково бы нн было о, 
максимума при 2=-0—1, причем с возрастанием о этот 
макснмум увеличивается и вместе с тем передвигается 
вправо; начиная от этой точки получает преобладающее 
значение множитель &*, кривая начинает падать и, на- 
конец, опять очень близко подходит к осн абсцисс. Теперь 
понятно, что площадь —наш интеграл — всегда остается 
конечной, но с возрастанием о сильно возрастает. 

2. Пользуясь доказанной‘ формулой, мы теперь легко 
найдем значение интеграла Эрмита (4). Если мы раскроем 


РЕ 
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скобки и расположим подинтегральную функцию по нисхо- 
дящим степеням 2, пользуясь разложением етепени много- 
члена в строку; | 
(2—1) (2—2)...(2—п)}? = (= —... + (—1" = 
= 2”"®— ...-- (—1)" (п!)?1) 
(я выписываю здесь только высший и низший, т. е, сво- 
бодный от 2, член), то этот интеграл примет вид: 


(—!) (и 1)! 
е=Рр+1,р+3...рупр 0 
ка 


со со 
(— 10" (тр <_< [. 
МЕ | ам 24а № — | 20-1202; 
| = \ 


гих ы 2 
Фиг. 123. 


Се здесь постоянные и притом целые числа, которые полу- 
чаются при указанном разложении степени многочлена. 
Применяя формулу (5) к каждому из полученных инте- 
гралов, мы получим: 


М = (—1"(@ 4 Ус и 
ий 
а © под знаком суммы больше р, и, значит, отношения 
(рии “УТЬ целые числа, содержащие, кроме того, множн- 
тель р; если его вынести за скобку, то мы получим: 


М=(- ту (Ср С раз (р 1) С нь (р--1 (р 2)... 


Отсюда мы видим, что М делится или не делится на р 
В зависимости от того, делится или не делится на р первое 
слагаемое (—1)”(п!)”. Но так как р есть число простое, то 
это слагаемое, наверное, не будет делиться на р, если р не 


; 


1) Автор пишет (—1)" вместо (—1)*Р, так как рр— число простое и 
больше 2, следовательно, нечетное. Ред. у 
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входит в состав ни одного из его сомножителей |, 2,..:,п; 
и это, наверное, случится, если р>> п. Этому условию удовле- 
'воряет бесчисленное множество простых чисел; выбрав 
одно из них, мы достигнем того, что (—1)"(п!)? и, значит, 
.М, наверное, не будет делиться на р. 

Так как, по предположению, а, = 0, то нам легко сделать 
так, чтобы и @ не делилось на р; для этого достаточно 
только выбрать р большим, чем @%, что, как следует из 
сказанного выше, конечно, возможно. Но тогда про- 
изведение а,/М также не делится на ри мы 
лостигли, таким образом, нашей первой цели. 

3. Исследуем теперь числа М, (+=1,2,..,п), определен- 
ные равенствами (4а) (стр. 355). Введем множитель &’ под 
знак интеграла и введем новую переменную 6 ==2—», при- 
нимающую значения от 0 до со, когда & изменяется от т 
до со; тогда мы получим: 


[5.5] 


м, =|[ РЕП +» 2)... 6... бред 
о 


(р 1)! 


Этот интеграл того же вида, что и раньше рассмотренный 
интеграл М, и мы можем здесь применить аналогичные 
преобразования. Раскрыв скобки в числителе подинте- 
гральной функции, мы получим агрегат степеней & с целыми 
коэфициентами, причем низшая из этих степеней есть &*. 
Интеграл числителя представится теперь в виде суммы 
интегралов: 


ее р 57—45, ..., ен, 
о 


помноженных на целые числа; а так как эти последние 
интегралы имеют, согласно равенствам (5), соответственно 
значения р!, (р-+1)!,..., то эту сумму можно представить 
в виде числа р!, умноженного на некоторое целое.число А, ; 
таким образом ддя каждого из рассматриваемых интегралов 
мы имеем: 
М, = 2 р. А, (у=1,2,...,П), 
р—у : 


т, е. все они суть целые числа, кратные р. 
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Всли мы сопоставим это с доказанным в п.2, то мы 
увидим, что можно применить указанное выше (стр. 355) 
предложение и сказать: а,М - а, М, +... а„М,„ навер- 
ное, не делится на р и, следовательно, от- 
лично от нуля. 

4. Вторая часть доказательства относится к сумме 
а: +... 4, 5„, где, согласно равенству (45) (стр. 355), 

5 не ео РВе-з+и 
ы -| 28—1 ((2—1) (2—2)...(2— п)}Ре-+ &. 


(р-— 1)! 


и нам нужно доказать, что, давая р надлежащие значення, 
можно сделать эти в, сколь угодно малыми; при этом 
мы воспользуемся тем, что мы можем сделать р сколь 
угодно большим, так как те условия, которым мы пока 
подчинили простое число р(р_>п,р > 4), могут быть удо- 
влетворены произвольно большимн простыми числами. 
Изобразим прежде всего ре ход изменения 
подинтегральной функцин (фиг. 124). При 2=0 кривая 


касается оси 2, при 2==1,2,..., п она касается оси 2 и 
в то же время пересекает ее (так как р число нечетное). 
Мы сейчас увидим, что под влиянием знаменателя (р— 1)! 
кривая во всем промежутке (0, п) не подымается высоко 
над осью 2, если только взять р достаточно большим; 
таким образом очевидно, что интеграл г, будет очень мал. 
Вне этого промежутка при #>>п подинтегральная функция 
быстро возрастает и затем асимптотически приближается 
к оси 2-ов, как рассмотренная выше функция #-—16-: 
[для о=(п+1)р]; это объясняет, как получаются эти 


ы 
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быстро растущие с возрастанием р значения интеграла М, 
взятого по всему промежутку от 0 до оо. 


Для того чтобы действительно оценить предел инте-_ 
гралов в,, оказывается достаточным применить следующий _ 


грубый прием. Обозначкы через @ и р, наибольшие абсо- 
лютные значения функции 2(2—1)...(2— п) и функции 
(2—1) (2 —2)...(2— п)е-2* в промежутке (0, п), так что 
|@—1...@—п) <0 
для О<2< п. 
|@—0@—2).. вен < 2, ) 
Так как абсолютная величина интеграла никогда не пре- 


вышает интеграла абсолютной величины подинтеграль- 
ной функции, то для каждого г, мы имеем: 
‚ 


— бе». 


(р—1) 


Числа (, &,, т не зависят от р, а стоящий в знаменателе 
факультет (р— 1)! возрастает, как известно, быстрее, чем 
степень (2-1, иди, точнее, при достаточно большом Р дробь 


р— 
С —-х делается меньше какого угодно наперед заданного 


(р — 1) 
числа, как бы мало оно ни было. Равенство (6) показы- 


вает, таким образом, что, принимая за р достаточно боль- 
шое число, мы можем сделать сколь угодно малым 
каждое из чисел г,. 

Отсюда непосредственно следует, что_мы можем сде- 
лать сколь угодно малой сумму ав, +... + а,5„, состоя- 
щую из п членов; в самом деле, 


| @лв, + ав. +... ав, | < а, |+ [1 | + 14. |*|&ё1 +... 
+ [а, | [2,4 


Ге 4г=—= — = (6) 


и, согласно равенству. (6), а 
< (|а:|. 12: + |@-| 24 + ... [а, | ПВ, )* (2—1 ; 


а так как множитель, заключенный в скобкн, имеет по- 
стоянное, не зависящее от р значение, то благодаря мно- 


Е и можем всю правую часть, а следовательно, 
р— 


н левую, т. е. |[а;в, + а.в. --...--а,в,|, сделать как 
угодно малой, — в частностн, меньше единицы. 


=— 
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Но это приводит нас к тому противоречию с равен- 
ством (3): | 

(&М+а, М, +... +а,М,) + (а +... + а,а,) =0, 
которое мы выше имели в виду (стр. 354); оно состоит 
В том, что целое число, отличное от нуля, по прибавле- 
ний к нему правильной дроби должно обратиться в нуль. 
Поэтому последнее равенство не может иметь 
места, н таким образом доказана трансцен- 
дентность числа е. 

Теперь мы перейдем к доказательству трансцендент- 
ности числа л. 


Доказательство трансцендентности числа п 


Это доказательство хотя и сложнее предыдущего до- 
казательства, но, в сущности, очень просто. Надо только — 
и в этом заключается искусство математического твор- 
чества — подойти к вопросу с назлежащего конца. 

Линдеман (Мп4етапп) поставил вопрос следующим 
образом. До сих пор было установлено, что равен: 


ство У, ё” = 0 не может иметь места, если а, изсуть обык- 
"=... В 
новенные целые рациональные числа; спрашивается, нельзя 
ли доказать, что это равенство не может иметь месла 
и при алгебраических значеннях коэфициентов а, н по- 
казателя +. Линдеману действительно удалось это показать, 
а именно общая теорема Линдемана о показательной 
функции гласит так: равенство У, е* =0 не может 


7=1-, В 


иметь места, если коэфициенты а, представ 
ляют любые, а р, различные между собой алге- 
браические числа. Трансцендентность я явлуется 
тогда непосредственным следствием этой теоремы; действи- 
тельно, как известно, имеет место тождество | -{ е*==0, 
поэтому, если бы л было алгебраическим числом, то 
и [х было бы таким же числом и существование послед- 
него тождества противоречило бы упомянутой теореме . 
Линдемана. 

Я хочу подробно изложить доказательство только 
одного частного случая теоремы Линдемана; который уже 
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заключает в себе ин доказательство трансцендентности 
числа л. При этом я буду следовать снова, по существу 
дела, доказательству Гильберта („Ма ет. Апп“., ВА. 43), 
которое существенно проще, чем доказательство Линде- 
мана, и представляет собой точное обобщение предыду- 
щих рассуждений о числе е. 
Исходным пунктом служнт соотношение: 
1-е"=0. (1) 


Если л удовлетворяет какому-нибудь алгебраическому 
уравнению с целыми рациональными коэфициентами, то 
{5 тоже удовлетворяет подобному же уравнению; обозна- 
чим через а;, а;,..., а, все корни этого последнего урав- 
нения, считая в том числе и корень {л. Тождество (1) 
показывает, что должно иметь место соотношение: 


(1 2) (1+ г)... (14 2”) =0. 
Выполняя умножение, получаем: 


1+ (ем не... 6”) -{ (+5 4 еч+ь --...- ет") |-.., 
С (2) 


Может случиться, что некоторые из входящих сюда по- 
казателей равны нулю; но во всяком случае, если даже 
это и имеет место, левая часть будет содержать подожи- 
тельное слагаемое 1, которое вместе со слагаемыми вида #° 
даст одно целое положнтельное число 4%, навер- 
ное, отличное от нуля. Остальные показатели, не 
равные нулю, обозначим через В,, 4....,Ви, так что 
равенство (2) можно написать в таком виде: 


ао - 2: { в --... + 2 =0 (%-0). (3) 
С другой стороны, показатели В/,..., Вы служат кор- 


нями некоторого уравнения с целыми коэфициентами. 
В самом деле, из уравнения с целыми коэфициентами, 


которому удовлетворяют числа а,,..., аи, можно, как из-. 


вестно, вывести такое же уравнение, корнями которого 
являются все двучленные суммы а, -- а,, а, --а.,...; точно 
так же’ можно вывести подобные уравнения для трех- 
членных сумм а, а, | а; а, На, а.,...; наконец, сумма 
а а, -|-... -- а» равна рациональному числу и, следова- 
тельно, удовлетворяет линейному целочисленному урав- 
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нению. Перемножая все эти уравнения, мы получим снова 
уравнение с целыми рациональными коэфициентами, не- 
которые корни которого могут равняться нулю, а прочие 
равны р,, В„...,Вм. Деля уравнение ка неизвестное в 
степени, равной числу первых корней, получим для № 
величин р уравнение с целыми коэфициентами как раз 
№-й степени и с постоянным членом, отличным от нуля: 


2 622 -... + 0,2 =0, (4) 


где Жи 6м-Е0. 

То, что мы имели в виду доказать и что, как мы го- 
ворили выше, обнимает, между прочим, и трансцендент- 
ность числа л, составляет следующий частный случай 
теоремы Линдемана: равенство вида (3) с целым 
потличнымот нуля коэфициентом а, неможет 
иметь места, если числа Д,, р....., В, удовлетво- 
ряют уравнению №-й степени (4) с целыми ра- 
циональными коэфициентами. 

Доказательство этой теоремы можно расчленить на 
такие же части, как и предыдущее доказательство транс- 
цендентности числа е. Подобно тому как там нам уда- 
валось дать особенно хорошие приближения целых сте- 
пеней 2", е1,...,е“ при помощи рациональных чисел, так 
и здесь надо будет исследовать вопрос о возможно луч- 
шем приближенном выражении степеней числа е, входя- 
щих в равенство (3). Мы положим, сохраняя прежние 
обозначения: 


м. М» -+е 
=, фени “; (5) 


здесь знаменатель М тоже равен некоторому обыкно- 
венному целому числу, а в1,...,г, означают очень малые 
дроби, тогда как М,,..., Му представляют собой не целые 
рациональные, а целые алгебраические числа; в этом 
именно заключается усложнение по сравнению с прежним 
доказательством, Но сумма всех чисел М,,.. ., Мк ив дан- 
ном случае равна целому рациональному числу, а именно 
можно распорядиться так, что первое слагаемое равенства: 


Лам + М, |: м, +... + ММ + - в, +... + м} = 0, (6) 
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в которое, в силу соотношений (5), переходит равен- 
ство (3) по умножении его на М, будет представлять собой 
целое рациональное число, отличное от нуля, тогда как 
абсолютная величина второго слагаемого будет, во всяком 
случае, меньше единицы. Но это и есть как раз то про- 
тиворечие. которым мы воспользовались выше; таким 
образом будет обнаружена невозможность равенств (6) 
и (3), и наше доказательство будет выполнено. В частно- 
сти, мы снова покажем, что сумма М, + М, +... Мы 
делится на некоторое простое число р, а произведение 
@0 ° М не делится на него, из чего, аналогично прежнему, 
будет вытекать, что первое слагаемое в равенстве (б) 
отлично от нуля. Затем мы покажем, что число р можно 
выбрать сколь угодно большим и притом так, чтобы 
второе слагаемое в равенстве (6) было сколь угодно мало. 
. Прежде всего задача заключается в том, чтобы вы- 
разить посрелством подходящего обобщения интеграла 
Эрмита. Это обобщение основано на том замечании, что 
корнями множителя (2—1)...(2— п) интеграла Эрмита 
являются как раз показатели степеней е в предполагаемом 
алгебраическом уравненин. Поэтому теперь мы заменим 
его произведением, составленным с помощью показателей 
гавенства (3), т. е. с помощью корней уравнения (4): 


(г— В) №. @—) = ++... 624). (1) 


Но существенным оказывается здесь то обстоятельство, 
что мы присоединяем еще надлежащую степень числа 6» 
в качестве множителя, что раньше было излишне, так как 
произведение (2—1)...(2—п) и без того имело целые 
коэфициенты. Итак, в конце концов мы полагаем: 

со 


е—г2р—142 
= т (5 52+... бар 


2. Если развернуть, как и выше, подинтегральное вы- 
ражение М по возрастающим степеням 2, то наинизший 
член, содержащий 22-1, даст: 


(№М—Пр— 
в 


со 
22 р (м-р р (М—Прр— 
| (в 65 бы == 65 6 , 
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где интеграл выражен по формуле Г, которую мы посто- 
янно применяли выше (стр. 335). Все же дальнейшие сла- 
гаемые содержат под знаком интеграла 2? или еще выс- 
шие степени 2; поэтому в них входит множителем га + 
р— 
умноженное на целые числа; следовательно, все они де- 
лятся на р. Поэтому само М представляет собою целое 
число, Мы делящееся на р, если первое слагаемое 
[4 бы не делится на р, т. е. если простое число р не 
делит ни в, ни 6. Так как 6% 0,6, 0, то р сообразно 
этому условию можно определить проще всего, если 


принять, что 

Р> 6. Р> 6, 
Так как @& +0, то можно сразу же достигнуть того, что 
4. М не будет делиться на р; для этого достаточно под: 
чинить р еще одному условию: 


Р> 4%. 
Всем этим условиям можно удовлетворить бесконечным 
числом способов, так как число простых чисел бесконечно 
велико. 

3. Теперь мы должны перейти к вопросу о построении 
чисел М, и в,. Здесь дело обстоит несколько иначе, чем 
раньше, так как место целых чисел » занимают числа 4), 
которые могут быть комплексными, и одно из них дол- 
жно даже непременно равняться (я. Поэтому, если мы 
хотим предпринять разложение интеграла М, подобное 
прежнему, то надо сперва установить путь интегрнрова- 
ния в комплексной плоскости. К счастью, выражение, 
стоящее под знаком нашего интеграла, представляет собой 
повсюду в конечном расстоянии однозначную правильную 


‘аналитическую функцию переменной интегрирования 2, 


для которой только значение 2 == со является особенной 
(и именно, существенно особенной) точкой. Вместо того 
чтобы интегрировать от 0 до со вдоль полуоси вещест- 
венных положительных чисел, мы можем воспользоваться 
каким-нибудь другим путем интегрирования, идущим от 0 
в оо, если только он, в конце концов, уходит в бесконеч- 
ность, приближаясь, по крайней мере, асимптотически 
к какой-нибудь параллели к упомянутой полуоси; это не- 
обходимо для того, чтобы интеграл вообще имед смысл. 
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Отметим мысленно Л точек Ву, В»...,Вм в комплексной 
плоскости и заметим, что мы получим число М, если 
будем интегрировать сперва по прямой от нуля до одной 

а из этих точек В,, а затем от 

Пеоеветь г >” `` В, вдоль параллели к веще- 
р а ственной оси до со (фиг. 125). 
> а ==> Соответственно этому пути 
интегрирования можно разло- 

г жить М на две характерн- 
__.. СТИческие части: прямолиней- 

5 ный путь от 0 до В, дает!) 

ря слагаемое в,, становящееся бес- 
Фи", 125 конечно. малым при возрас- 

тании р, а параллель от В, до 
со дает!) целое алгебраическое число М,: 


в, 
1 рр 
в, = 0% Да + 6:24... + вамрьй № в. (81) 
г (р— 1 


ыы р! —Пр- 
М, =е Гец + ве +. вым т 
Г о 


Эти выражения действительно удовлетворяют равен- 
ствам (5). То обстоятельство, что мы пользуемся при этом 
именно прямолинейными путями, объясняется нсключи- 
тельно соображениямн удобства; любой криволинейный 
путь от 0 до В, дал бы, конечно, то же самое значение 
дия 8; но только прямолинейный путь дает возможность 
проще сделать оценку этой величины. Точно так же мы 
могли бы вместо горизонтали от В, до со воспользоваться 
любой кривой, которая асимптотически приближается 
к какой-нибудь горизонтали, но только это создало бы 
ненужные трудности. 

Я начну с оценки величины е,, которая не представ- 
ляет ничего нового по сравнению с предыдущим; нужно 
только воспользоваться тем обстоятельством, что модуль 
комплексного интеграла никогда не превосходит произ- 
ведения нанбольшего значения модуля подинтегрального 


') По умножеани на е^”. Ред 
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выражения. на длину пути интегрирования, которая в дан- 
ном случае равна В,. Таким образом мы получаем для 


1 
верхней границы величин г, выражение 97 (где Сб 


—1 
означает максимум выражения | 2 (6% -{ 6:2-+...- быгм) в ' | 
в некоторой области, содержащей все точки В»), умно- 
женное на множителей, не зависящих от р. Из этого мы 
заключаем, подобно предыдущему, что, увеличивая р, 
можно сделать абсолютную величину каждого в,, а сле- 
довательно, и суммы а, | в, -...-- 2 сколь угодно малой, 
в частности, меньше единицы. 

5. В существенно новых соображениях оказывается 
надобность лишь при исследовании величин М,; впрочем, 
это будут прямые обобщения прежних рассуждений, при- 
чем прндется лишь принять во внимание то обстоятель- 
ство, что место рациональных чисел займут теперь алге- 
браические числа. Рассмотрим всю сумму: 


м м со 
я \*, е—З2р— 14 ь р ь эм] м Пр е 
> > | (р— 1) { [Г] Эх 1 + м м 


Если мы здесь в каждом слагаемом в силу равенства (7) 
(стр. 364) заменим многочлен, содержащий 2, через про- 
нзведение (2— В,).. .(2— Вы) и введем новую переменную 
интегрирования б=2—В,, которая, соответственно при- 
нятому для 2 пути интегрирования, пробегает все веще- 
ственные значения от 0 до со, то для суммы получится 
такое выражение: 


м М © Е 
1 _ Г её ия К 
м, ЖЗ] рые+а ЩЕ, В... 


21 9=1 


С К ое Ф($), 
. ° 


где 


№Мр—1 


м 
$6) = Утв" ‘С++, ВР... 
у=1 


‚НР — Р-Р +В, — Ва... В».. 
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Эта сумма Ф(б), как и каждое из ее № слагаемых, пр^д- 
ставляет собою полином относительно 6, причем в ка- 
ждом из слагаемых, очевидно, одна из М величин 
В:,....Ви играет исключительную роль. Но в самой 
сумме Ф (5), а вместе с тем и во всех ее коэфициентах 
при 5, все эти № величин играют одинаковую роль; дру- 
гими словами, каждый из этих коэфициентов представляет 
симметрическую функцню величин В,...Ви. Выполняя 
возведение в степень в отдельных множителях по обоб- 
щенной теореме бинома, можно убедиться в том, что 
это — целые рациональные функцни от В,,.. „Ву с целыми 
рациональными численными коэфициентамн. Но, по из- 
вестной теореме алгебры, рациональные симметрические 
функции с рациональными коэфициентами от всех корней 
уравнения с рациональными численными коэфициентами 
представляют всегда рациональные числа; а так какй,,..., Вы 
суть все корни уразнения (4), то коэфициенты нашего 
многочлена Ф\(5) действительно рацнональны. Но нам 
нужно иметь целые рациональные числа; их мы получим 
с помощью степени числа $, входящей множителем 
в подинтегральное выражение. Мы можем распределить 
ее по всем входящим в это выражение линейным множи- 
телям и написать сумму в таком виде: у 


м 
$9 = УТ + ый, — ВВ... 


У=1 


2..6 кб + бмвь — быв, > (Ыб - вый, ВВ Р... 
...(Выб - 6ыВ, — выВк)Р. (9) 


Как и раньше, оО Еиты многочлена относительно б, 
изображаемого этой суммой, представляют целые рацио- 
нальные симметрические функции с целыми рациональными 
коэфициентами от произведений 6В,, 6.р......6@ы. Но 
этн № произведений являются корнями того уравнения, 
которое можно получить из равенства (4), если заменить 


# 
в нем г через „.: 
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. м-1 2 м 
а те, 
ил ыы (°„) “,-) : 
умножая это равенство на ,^—!, получим: 


СЫ +а а 2. Оба бам = 0, 


т. е. уравнение с одними только целыми коэфициентами 
и коэфициентом 1 при высшем члене. 

Такие алгебраические числа, которые удовлетворяют 
целочисленному уравнению с коэфициентом 1 при стар- 
шем члене, называют целыми алгебраическими 
числами; теперь мы можем следующим образом форму- 
лировать предыдущую теорему: целые рациональ- 
ные симметрические функции, с целыми коэ- 
фициентами, от всех корней целочисленного 
уравнения с старшим коэфициентом 1 —дру- 
гими словами от целых алгебраических чи- 
сел —сами представляют целые рациональ- 
ные числа. Эту теорему вы тоже найдете в учебни- 
ках алгебры; если она, может быть, не везде окажется 
выраженной в столь точной форме, то все же вы легко 
убедитесь в ее справедливости, если проследите за дока- 
зательством. 

Но коэфициенты многочлена, стоящего в подинтеграль- 
ном выражении (9), действительно удовлетворяют условиям 
этой теоремы; поэтому они должны быть целыми рацио- 
вальными числами; мы обозначим их через А», А,... Ак,—1: 


м С] 
а т 
>, 6-й (Ао Аб +... Ан, 57"). 


Теперь мы, в сущности, пришли к нашей цели. В самом 
деле, если выполнить интегрирование по нашей Г-формуле 
(стр. 355), то получатся множители р, +1), (р-2),.:.., 
так как каждый член содержит множитель & в степени 
высшей, чем р; вследствие этого по разделении на (р—1)! 
во всех членах, наверно, останется еще множитель р, а дру- 
гие множители представляют ‚собой целые числа (а именно, 


числа Ао, А, А,....). Поэтому У М, представляет целое чис- 
К 


24 Ф. Каейн. Элементарная математнка. 
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ло, которое, наверное, делится на р. Но, с другой стороны, 
мы Нм (стр. 364), что @о М не делится на р; поэтому 
м 


сумма @0 м+Ум, непременно представляет 
у=1 


целое число, не делящееся на р и, следова- . 


тельно, во всяком случае, не рэвное нулю. 
Ввиду этого равенство (6); 


[ым+ хм, + 


у=1 


тоже не может иметь места, ибо отличное от нуля число 
м 
по сложении его с числом У`в,, котррое по абсолютной 


у=1 


величине, наверное, меньше единицы (стр. 366), не может 
дать нуль. Но этим доказана теорема Линдемана в ее упо- 
мянутом выше (стр. 363) частном случае и вместе с нею 
и предложение о трансцендентности числа л, которое в 
ней содержится. Е 

Я хочу отметить еще один ‘интересный частный случай 
общей теоремы Линдемана, состоящий в том, что в урав- 
нении е? = 0 числа фи В не могут быть одновременно 
алгебраическими, если не считать тривиального исключи- 
тельного случая, когда В=0, $=1. Другими словами, 
показательная функция от алгебраического 
аргумента В и натуральный логарифм алгебраин- 
ческого числа ф всегда, кроме упомянутого 
единственного исключения, представляют 
трансцендентные числа. Из этого при В =1 вытекает 
трансцендентность е и при 6 = — 1 трансцендентность я (так 
как е" = —1). Доказательство этой теоремы представляет 
точное обобщение последних рассуждений, причем исхо- 
дят не от 1 -- е*, аот $ — е#, надо только принять во вни- 
мание, наряду со всеми корнями алгебраического уравне- 
ния для р, также все корни уравнения для 8, чтобы притти 
к равенству, подобному равенству (3), вследствие этого 
приходится употреблять большее число обозначений, так 
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что доказательство становится более запутанным. Но в 
существенно новых идеях надобности не представляется. 
Вполне аналогично можно провести доказательство общей 
теоремы Линдемана. 

Я не стану входить в рассмотренне этих доказательств, 
НО зато я хотел бы сделать для вас возможно более нагляд- 
ным значение последней теоремы о показательной функ- 
ции. Представьте себе, что на оси абсцисс отмечены все 
точки с алгебраическими абсциссами х (фиг. 126). Как мы 
знаем, уже одни рациональные и подавно все алгебраи- 


=ННННЫНЫНЫНЫЫЫЫННЫНЫНЫНЫНЫННЫ-ЫНННЫЯ 
9 
Фиг. 126. 


ческие числа образуют на оси абсцисс всюд плотное 
множество и на первый взгляд кажется, что алге ранческие 
числа уже, во всяком случае, исчерпывают все веществен- 
ные точки х. И вот тут-то наша теорема говорит, что 
это не так, но что на оси х-ов между алгебраи- 
ческими числами помещается еще бесконе- 
чно много других трансцендентных чисел; 
бесконечное число примеров таких чисел представляют 
числа @ и 1вх, где х есть алгебраическое число, а 
‘также всякая алгебраическая функция этих трансцендент- 
ных чисел. 

Все это станет, может быть, еще более ясным, если 
мы напишем наше уравнение в таком виде: 


у=е 


и изобразим его в плоскости ху в виде кривой (фиг. 127). 

отметить на оси х-ов и на оси у-ов все алгебраи- 
ческие числа и затем рассматривать все точки (х, у), У 
которых обе координаты суть алгебраические числа, то вся 
плоскость ху окажется покрытой всюду плотным мно- 
жеством этих „алгебраических“ точек. Но, несмотря на 
такое сгущенное расположение алгебраических точек, по- 
казательная кривая у=е” не содержит ни одной алге- 
бранческой точки, кроме точки х=0, у=1, так как во 
всех других случаях, согласно нашей теореме, в равенстве 
у=е’, по крайней мере, одна из величин х. у имеет транс- 
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цендентное значение. Это свойство показательной кривой 
представляет, конечно, в высшей степени удивительное 
явление! 

Эти теоремы, обнаруживающие существование огром- 
ного количества чисел, которые не только не рациональны, 
но и, вообще, не могут быть составлены из целых чисел 
при помощи алгебраических действий, имеют для наших 
представлений о числовом континууме громадное значе- 
ние. Как бы отпраздновал Пифагор такое открытие, если 
открытие иррациональных чисел казалось ему достойным 
целой гекатомб”ы! 

Удивительно только то, как мало внимания и понима- 
ния встречают, вообще, эти вопросы о трансцендентности, 

хотя они оказываются столь простыми, 
если их хоть раз хорошенько продумать. 
На экзаменах постоянно приходится на- 
блюдать, что кандидат не в состоянии 
даже объяснить термин „трансцендент- 
ность“; большинство просто говорит, что 
трансцендентное число не удовлетворяет 
никакому алгебраическому уравнению, а 
между тем, ведь это совсем неверно, как 
показывает пример: х—е =0. Забывают 
о самом главном, —о том, что коэфи- 
циенты уравнения должны быть рацио- 
нальными числами. 

Если вы еще раз продумаете наши 
доказательства трансцендентности, то эти простые элемен- 
тарные умозаключения должны будут представиться вам 
как нечто целое, в удобопонятном виде и будут вами 
усвоены надолго. Запомнить надо только интеграл Эрмита; 
тогда все остальное вытекает само собой вполне есте- 
ственным образом. 

Я хотел бы еще в особенности подчеркнуть то обстоя- 
тельство, что в этих доказательствах мы спокойно поль- 
зовались, согласно всем нашим основным идеям, поня- 
тием об интеграле,—говоря геометрически, понятием о 
площади, — как понятием, совершенно в сущности элемен- 
тарным, и я полагаю, что это существенным образом 
способствовало наглядности доказательства. Сравните, на- 
пример, изложение в т. 1 Вебера-Вельштейна или же в 


Фиг. 127. 


ить, 
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моем собственном небольшом сочинении „Лекции по 
избранным вопросам элементарной геометрии“ 1), где в духе 
старых учебников избегается употребление знака интеграла 
и вместо него прибегают к вычислению рядов, —и вы 
согласитесь с тем, что там ход доказательства далеко не 
столь нагляден и не столь легок для понимания. 

Последние рассуждения о распределении алгебраических 
чисел среди вещественных чисел приводят нас естествен- 
ным образом ко второй современной дисциплине, на кото- 
рую я уже не раз указывал в течение этих лекций и 
которую я хочу теперь изложить более подробно. Я имею 
в виду учение о множествах. 


П. УЧЕНИЕ 0 МНОЖЕСТВАХ 


Работы основателя этой теории, Георга Кантора (Сап- 
Тот) в Галле, исходят как раз от исследований вопроса 
о существовании трансцендентных чисел ?) и дают этому 
факту совершенню иное освещение. 

Если тот краткий обзор учения о множествах, который 
я намерен вам предложить, имеет какую-либо особен- 
ность, то последняя заключается в том, что на первый 
план выступает изучение конкретных примеров вместо 
отвлеченных рассуждений совершенно общего характера, 
благодаря которым учение о множествах часто принимает 
весьма трудную для понимания форму, отпугивающую 
читателя. 


1. Мощность множества. 


Соответственно сказанному, я прежде всего напомню 
вам, что в течение этих лекций мы не раз имели дело с 
различными характерными собраниями чисел, которые мы 
теперь будем называть числовыми совокупностя- 
ми или множествами. В области вещественных чи- 
сел, мы имели дело с такими множествами: 

р целые положительные числа, 

2) рациональные числа, 

3) алгебраические числа, 
4) все вещественные числа. 


1) „Уоцгаве Бег аизремайНе Ргадеп 4ег Еетешатдеотейе“: см. 
цитату на стр. 85. 
*) „ошгиа! Ши @е теше ип@ апвемайе Мапетацк" (1873), Ва. 77. 
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Каждое из этих множеств содержит бесконечно 
много чисел. И вот прежде всего возникает такой вопрос: 
нельзя ли, несмотря на это обстоятельство, в некотором 
определенном смысле сравнить между собой эти 
множества по величине или объему: другими 
словами, нельзя ЛИ „бесконечность“ одного мно- 
жества считать большей, равной или мень- 
шей, чем „бесконечность“ другого множес- 
тва? Великой заслугой Кантора является то обстоя- 
тельство, что он установил точные понятия и с помо- 
щью их разъясния и разрешил этот, на первый взгляд, 
совершенно неопределенный вопрос. А именно здесь на 
первом плане стоит понятие о „мощности“ или о ко- 
личественном числе: два множества имеют „оди- 
наковую мощность“ (эквивалентны), если между их 
элементами можно установить взаимнооднозначное соот- 
ветствие, т. е. если одно множество можно так отобра- 
зить в другом, что каждому элементу первого взанмно 
однозначно соответствует некоторый элемент второго. 
Если же подобное отображение невозможно, то множе- 
ства имеют различную мощность; при этом оказы- 
вается, что в последнем случае, каким бы обра- 
зом мы ни пытались привести в сопряжение элементы 
обоих множеств, всегда останутся лишние элементы и 
притом всегда от одного и того же множества, кото- 
рое имеет поэтому „большую мощность“, 

Все это мы поясним теперь на четырех упомянутых 
выше примерах. Может быть, на первый взгляд кажется 
вероятным, что мощность множества натуральных чисел 
меньше, чем мощность всех рациональных чисел, а эта 
последняя, в свою очередь, меньше мощности всех алге- 
браических чисел, и что, наконец, последняя меньше мощ- 
ности всех вещественных чисел, ибо каждое из этих мно- 
жеств возникает из предшествующего путем присоедине- 
ния новых элементов. Но в действительности такое заклю- 
чение лишено всякого основания: хотя всякое конечное 
множество всегда имеет большую мощность, чем любая 
его часть, но этого предложения ни в каком случае нельзя 
переносить на бесконечные множества. В конце концов, 
такие уклонения не так уж удивительны, если иметь в виду, 
что здесь мы переходим в совершенно новую область. 
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Убедимся же сперва на совсем простом примере в том, 
что часть бесконечного множества действительно мо- 
жет иметь равную с ним мощность; для этого мы сравним 
множество всех натуральных чисел с множеством всех 
четных чисел; 

0123456... 


РРР! 
ПИ] 
024681012... 


Сопряжение, указываемое двойными стрелками, оче- 
видно, обладает описанными выше свойствами, а именно 
всякому элементу одного множества соответствует один 
и только один элемент другого множества. Следовательно, 
согласно определению Кантора, множество 
натуральных чисел имеет такую же мощ- 
ность, как и его часть составляющая мно- 
жество четных чисел, 

Итак, исследование мощностей наших четырех мно- 
жеств не так уж просто. Тем поразительнее тот простой 
результат, который составляет содержание замечательного 
открытия Кантора, сделанного им в 1873 г.: три множе- 
ства—всех натуральных, всех рациональных 
и всех алгебраических чисел —имеют одина- 
ковую мощность, а множество всех вещест- 
венных чисел имеет отличную отних и 
именно большую мощность, Такое множество, 
которое допускает взаимно-однозначное сопряжение его 
элементов с натуральным рядом чисел (которое, следова- 
тельно, имеег с последним одинаковую мощность), назы- 
вают счетным. Теперь мы можем так выразить упомя- 
нутую теорему: все рациональные, а также все 
алгебраические числа образуют счетное 
множество, а множество всех вещественных 
чисел представляет несчетное множество. 

Начнем с доказательства этой теоремы для случая 
рациональных чисел, которое, несомненно, известно мно- 
гим из вас. Всякое рациональное число — положительное 
или отрицательное — можно представить однозначным об- 
разом в виде дроби р/4, где ри 4 суть взаимно простые 
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целые числа н 4, например, всегда имеет положительное 
значение (тогда как р может быть и отрицательным). Что- 
бы расположить все эти дроби р/4 в один ряд, прежде 
всего отметим мысленно в плоскости р все точки с цело- 

| 


численными координатами р, 9 
и расположим их в счетный 
ряд, как показывает спирале- 
образный путь на фиг. 128. 
Соответственно этому мы мо- 
жем перенумеровать все 
наши числовые пары (р/9) 
так, что каждой паре будет 
отвечать только одно целое 
число и в то же время будут 
исчерпаны все целые числа. 
р } : Теперь откинем из этого ряда 
ит все те числовые пары, кото- 
и рые не удовлетворят высказан- 
О ным выше условиям (отсут- 
ствие общих делителей и 9>>0), и перенумеруем только 
оставшиеся пары (отмеченные на рисунке точками). Полу- 
чается такой двойной ряд: 


12 345 6 И 
ро а м а... 
в котором каждому рациональному числу соответствует 
ровно одно целое число и каждому целому числу — ровно 
одно рациональное; это доказывает счетность множе- 
ства рациональных чисел. Заметим, что при этом располо- 
жении рациональных чисел в счетный ряд коренным обра- 
зом нарушается их натуральная последовательность по ве- 
личине; это видно на фиг. 129, где рядом с рацио- 
нальными точками оси абсцисс написаны их порядковые 
номера в проведенном выше искусственном расположении. 
Теперь мы перейдем к алгебраическим числам: здесь 
я также хочу ограничиться вещественными числами, хотя 
рассмотрение комплексных чисел, собственно, также не 
представляет существенных затруднений. Всякое вещест- 
венное алгебраическое число @ удовлетворяет некото- 
рому вещественному целочисленному уравнению: 


аобо" + ал" 1+... а, зо а, =0, 


' 
й 
р 
1 
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которое мы можем считать неприводимым; другими сло- 
вами, мы считаем, что выделены все, какие только можно, 
рациональные множители левой части, а также все общие 
делители целых чисел ах, 4.,...,а,. 

Предположим также, что @ всегда есть число подо- 
жительное. При таких условиях всякое алгебраическое 
число ©, как известно, удовлетворяет только одному не- 
приводимому уравнению указанного вида с целыми коэ- 
фициентами; обратно, всякому такому уравнению принад- 
лежит в виде корней, самое большее, п вещественных 
алгебраических чисел; но их может быть н меньше, чем п, 


Фоело 2 а = -’ -$ о $} ; 3 › . 
бер [” 9 46 2 пб’ Е] * 
Фиг. 129. 


или их может даже вовсе не быть. Если бы мы сумели 
расположить в один счетный ряд все такие алгебраи- 
ческие уравнения, то этим самым, очевидно, были бы пе- 
речислены и все их корни, а следовательно, и все вещест- 
венные алгебраические числа. 

Кантору удалось достигнуть этого следующим обра- 
зом: он относит каждому уравнению определенное поло- 
жительное число, так называемую высоту уравнения: 

М=п—1+4% + |4, | +... + а, | +|а,| 

и распределяет уравнения в счетный ряд классов, со- 
ответствующих значениям №-==1, 2, 3,... В каждом та- 
ком классе, согласно определению числа №, показатель 
степени л и абсолютная величина каждого из коэфициен- 
тов должны быть меньше конечного числа №, так что 
каждому классу может принадлежать вообще лишь ко- 
нечное число уравнений и, в частности, лишь конечное 
число неприводимых уравнений. Коэфициенты дегко можно 
определить путем испытания всех возможных комбина- 
ций для данного значения М, а первые члены ряда урав- 
нений для низших значений № можно написать сразу. 

Теперь определим для каждой определенной высоты № 
вещественные корни всех принадлежащих к этой вы- 
соте неприводимых уравнений, число которых конечно; 
число этих корней также конечно, и мы можем располо- 
ЖИТЬ их по их действительной вел ичине, Теперь возьмем 
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расположенные таким образом числа с высотой 1, затем 
числа с высотой 2 ит. д. и перенумеруем их в этом по- 
рядке. Этим будет действительно перенуме- 
ровано множество всех алгебраических чи- 
сел, так как, с одной стороны, мы таким образом прихо- 
дим к каждому алгебраическому числу, а с другой — 
всякое целое число служит номером для некоторого алге- 
браического числа. Действительно, если иметь достаточно 
терпения, то можно определить, например, 7563-е число 
указанной схемы или же найти для всякого данного сколь 
угодно сложного алгебраического числа соответствующий 
ему номер. 

В этом случае расположение в счетный ряд тоже 
нарушает коренным образом естественную последователь- 
ность алгебраических чисел по их величине, хотя она и 
сохраняется в каждой группе чисел одинаковой высоты. 


Так, например, два таких близких числа, как > и 


и имеют далеко отстоящие высоты 7 и 7001, между 


тем как У, как корень уравнения 2—5 =0, имеет ту 
же самую высоту 7, что и =. 


Прежде чем перейти к последнему примеру, я хочу 
сообщить вам небольшую вспомогательную теорему, ко- 
торая доставит нам дальнейшие счетные множества и 
одновременно познакомит нас с одним приемом доказа- 
тельства, которым мы воспользуемся еще впоследствии. 
Если даны два счетных множества: 


4, а» @,... и В, 6, 6,,.., 


то множество всех а и всех 6, получаемое от соеди- 
нения обоих этих множеств в одно, тоже будет счет- 
ным. Действительно, его можно записать в таком 
порядке: 

@:, 61, а, 6, а,, 6.,... 


и тем сразу же установить взанмно-однозначное соот- 
ветствие с натуральным рядом чисел. Аналогично этому, 
3, 4,...и, вообще, конечное число счетных множеств 
образуют, вместе взятые, снова счетное множество. Но не 
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столь очевидным представляется следующий факт, соста- 
вляющий содержание нашей вспомогательной теоремы: 
соединение даже бесконечного, но счетного 
ряда счетных же множеств образует тоже 
счетное множество. 

В самом деле, обозначим через а;, а., @,,... элементы 
первого множества, через 6, $, 6.,...-— элементы вто- 
рого, через с, с», с... — элементы третьего ит.д, и пред- 
ставим себе, что эти множества написаны одно под дру- 
гим; тогда стоит только расположить всё элементы 
таком порядке, какой указывают последовательные диа- 


гонали в следующей схеме. 


«7 “, < Е: 
Получаемое при этом расположение элементов: 


12345678900 1... 
а а, 1 аз вс: а, в с, 4, а,... 


отвосит всякому числуа, 6, с,... одии и только один номер, 
чем доказывается наше утверждение. Этот прием можно 
было бы назвать, имея в виду приведенную схему, „нуме- 
рацией по диагоналям“. 

Огромное количество разнообразных счетных мно- 
жеств, получаемых этим путем, могло бы заставить ду- 
мать, что все вообще бесконечные множества счетны. 
Но, вопреки этому, мы докажем теперь вторую часть 
теоремы Кантора, по которой континуум всех веществен- 
ных чисел представляет несчетное множество; это 
множество мы будем обозначать знаком 6, так как 
позднее нам придется еще гопорить о континуумах мно- 
гих измерений. 
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Множество 6, можно, конечно, определить, как св. 
купность всех конечных вещественных значений х, ай 
мы можем представлять себе, например, как абсциссу ы 
некоторой оси. Покажем, прежде всего, что множеств : 
всех внутренних точек отрезка с длиною 
(0<х<!) имеет точно такую же мощность, 


о , как ©:. В самом деле, изо- 
—————ж_____>= бразим первое множество точ- 
ками оси х-ов, второе — точ- 

р ками отрезка-единицы осиу-ов, 
перпендикулярной к оси х-ов 

7 (фиг. 130); теперь можно уста- 


новить между обоими множе- 
ствами взаимно однозначное 
< сопряжение при помощи любой 
монотонно возрастающей крн- 
вой указанного на фиг. 130 
вида, которая имеет асимпто- 


тами слева прямую у = 0, а справа прямую я 1, напри- 
мер, при помощи одной из ветвей кривой у = — — агссёх 1). 


Таким образом мы в праве заменить 6, множеством всех 
чисел, содержащихся между 0 и 1, что мы и сделаем в 
ем. 

= я изложу то доказательство несчетности 
множества б;, которое Кантор сообщил на съезде естество- 
испытателей в Галле в 1891 г.; оно проще и более при- 
годно для обобщения, чем доказательство, опубликован- 
ное им впервые в 1873 г. Центральный пункт этого но- 
вого доказательства составляет один в высшей степени про- 
стой прием, так называемый „днагональный метод“, 
который при всяком счетном расположении всех веще- 
ственных чисел, какое мы могли бы только допустить, до- 
ставляет вещественное число, которое, наверное, не содер- 
жится в этом расположении; это составляет противоречие, 
и поэтому множество 6, не может быть счетным. 


фиг. 130. 


') Сопряжение устанавливается, следовательно, так, что каждому 
значению х соответствует определенная точка на кривой (имеющая это 
значение абсциссой), а этой точке соответствует определенное значение 
на оси у — ее ордипата. 


УЧЕНИВ О МНОЖЕСТВАХ 381 


Напишем все наши числа 0<х<!в виде десятичных 
дробей; предположим, что все они расположены в счет- 
ный ряд: 


где а, 0, с обозначают любые из цифро, 1,..., 9, взятые 
в любом порядке. Прежде чем итти дальше, заметим, что 
децимальное начертание дробей не вполне однозначно, 
так как, например, 0,999... = 1,000..., ивообще всякую ко- 
нечную десятичную дробь можно написать в виде беско- 
нечной с периодом 9; это составляет одно из основных 
положений исчисления десятичных дробей (стр. 51). Чтобы 
установить однозначные обозначения, условимся раз на- 
всегда употреблять только бесконечные десятичные дроби, 
т, е. вместо конечных дробей всегда писать дроби, кон- 
чающиеся периодом 9. Предположим, что в предыдущей 
схеме все дроби уже приведены к такому виду. 

Чтобы образовать десятичную дробь х’, отличную от 
всех чисел нашей схемы, выделим цифры а, 6,, сз...) стоя- 
щие в отмеченной на схеме диагонали (отсюда и самое на- 
звание этого метода), и поставим на первом десятичном ме- 
сте числа х’ какую-ннбудь цифру а’, наверное, отличную от 
а:, на втором месте—какую-нибуль цифру #’, отличную 
от 6», на третьем месте—цифру с’, отличную от с;, ит, д. 

Хх =0, а’ у, сз ... 

Но эти условия относительно выбора цифр а’, 6',, с', 
предоставяяют нам, очевидно, ещи некоторый произвол; 
мы можем поэтому распорядиться так, чтобы х’ было 
равно действительно десятичной дроби, а не 0,999... = 1, 
например, а также чтобы она не прекращалась после не- 
которого конечного числа знаков. Но в таком случае х’, 
наверное, отлично от числа х,, так как у них 
первые цифры неодинаковы, а между тем две бесконеч- 
ные дроби могут быть равны между собой только в том 
случае, если у них одинаковы все соответствующие цифры. 
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Точно так же х’-Е х, вследствие различия вторых цифр, 
х-Ех, из-за третьих цифр, и, таким образом, вообще 
число х’,будучи вполне определенной десятичной дробью, 
оказывается отличным от всех чисел Ху, Х», Х»... счетной 
схемы. Следовательно, мы пришли к желательному про- 
тиворечию, и это доказывает, что континуум С, 
представляет несчетное множество. 

Эта теорема а рйой обнаруживает существование 
трансцендентных чисел, ибо множество алгебраических 
чисел счетно и потому не может исчерпать несчет- 
ный континуум всех вещественных чисел. Но в то 
время как все прежние рассуждения знакомили нас 
с бесконечными, но счетными множествами трансцендент- 
ных чисел, теперь мы можем утверждать, что их мощ- 
ность действительно превосходит мощность счетных мно- 
жеств, так что только теперь мы получаем правильное 
общее представление об их многообразии. Приведенные 
выше частные примеры, в свою очередь, оживляют эту 
несколько абстрактную картину '). 

Покончив, таким образом, с вопросом о континууме 
одного измерения, я считаю последовательным обратиться 
к континууму двух измерений. Прежде всякий, конечно, 
думал, что плоскость содержит больше точек, чем прямая; 
поэтому все былн крайне удивлены, когда Кантор показал *) 
‘что мощность двухмерного континуума 
в точности равна мощности континуума од- 
ного изм р ения 6,. Если вместо 6, возьмем квадрат 
со стороной 1, а вместо @, — отрезок единицы длины, то 
должно оказаться возможным установить между точками 
обоих образов взаимно-однозначное соответствие (фиг. 131). 
Причина того, что это утверждение представляется таким 
парадоксальным, заключается, вероятно, в трудности осво- 
бодиться от представления об известной непрерывности со- 
ответствия, а между тем в действительности то соответс- 
твие, которое мы имеем в виду установить, оказывается в 
высшей мере разрывным или, если хотите, неорганическим. 


#) Существование трансцендентных чисел первым доказал Лиувиль. 
В статье, помещенной в 1851 г, в Х\У1 томе 1-ой серии журнала „„зюигпа! 
4ез тапётайиез рагез её аррИ!чибез“, он дает совершенно элементар- 
ный прием для построения таких чисел, 

*) „Лошта! г Фе тете м. апремап@{е Машешанк., Ва. 84 (1878). 


УЧЕНИЕ О МНОЖЕСТВАВ 383 


на в такой же мере разрушает, кроме „мощности“, все, что 
ется характерным для плоского н для линейного об- 
ны ОАковых как если бы все точки квадрата на: 
ок и затем самым осн 
И овательным образом 
ножество точек квадрата совпадает 

с множеством 

всех пар десятичных дробей вида: 


х=0, вала,..., у=0, $, 6, 6...., 


которые мы, как и раньше, предполагаем написанными 
конечном виде. Следовательно, мы исключаем те по- 
граничные точки, для которых одна из координат х, у 
обращается в нуль. другими словами, исключаем обе сто- 
роны квадрата, примыкающие к началу : 
координат О. между тем как обе ос- т ВО 
тальные стороны мы. сохраняем. Но | : 
нетрудно убедиться в том, что это у 
нисколько не изменяет мощности мно- 
жества точек. И вот, основная идея 
доказательства Кантора заключается 
в том, чтобы слить обе эти десятич- 
ные дроби в одну новую десятич- т 
ную дробь 2, по которой, в свою 1 
очередь, можно было бы однозначно С 
определить х, у и которая принимала бы ровно по одном 
разу все значения О< < 1, когда точка (х, У) а 
пробегает по всему квадрату. Если рассматривать 2 как 
и аЙ то получам действительно желаемое взаимно- 
ры атом, соответственно ое трезка-единицы бу 
жениям 
квадрата, у этого отрезка принимаем во а о 
одну конечную точку &=1. | 
Такое соединение мы попытаемся 
тем, что положим 


2=0, а; в, а, 6, а, 6....; 
действительно, из этой дроби можно, отделгя четные и 
нечетные десятичные знаки, восстановить однозначным 
образом х и у. Но тут ввиду двоякого способа написа- 
ния десятичных дробей возникает следующее возраже- 
ние: такое 2 не пробегает всего ряда значений С, когда 


сперва получить 
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за (х,у) принимаем последовательно все пары беско- 
нечных десятичных дробей, т. е. все множество точек 6,; 
действительно, хотя при этом для 2 всегда получается 
бесконечная дробь, но существуют такие бесконечные 
дроби, как, например, - 


2 =0, 1 с, Ос, Ос, Ос...., 


которые получаются только из конечной дроби х или у, 
в нашем примере из 


Хх = 0, с, 000..., 


Обойти это затруднение легче всего при помощи сде- 
дующего видоизменения метода Кантора, предложенного 
Кёнигом (7. Кбп!®) из Будапешта. А именно, Кениг по- 
нимает под а, ". с не отд-льные цифры, а известные 
числовые комплексы, я бы сказал, „молекулы“ десятич- 
ной дробн, соединяя в одно целое всякую значущую 
цифру, отличную от нуля, со всеми непосредственно ей 
предшествующими нулями, выделяя, таким образом, роль 
нулей. Тогда всякая десятичная бесконечная дробь должна 
нметь бесконечно много молекул, так как в ней появ- 
ляются все снова и снова отличные от нуля цифры, и на- 
оборот. Например, в дроби 


х = 0,3208007000302405... 
за такие „молекулы “следует считать: 
а, = [8], а, = [2], а» = [08], ав = [007], а = [0003], 
ав = [02], а, = [4]... 


Пусть теперь в вышеприведенном правиле сопряжения 
(х, у) и: символы а, 9, с обозначают такие молекулы. Тогда 
всякой паре (х, у) будет снова однозначно соответствовать 
бесконечная дробь 2, которая, в свою очередь, определит 
х иу. Но теперь всякая дробь 2 распадается на две 
дробн х иу, с бесконечным числом „молекул“ каждая, 
и может возникнуть только однажды, когда мы за (х, у) 
будем принимать последовательно все пары бесконечных 
десятичных дробей. Но это действительно дает взаимно- 
однозначное отображенне отрезка н квадрата одного в дру- 
гом; следовательно, они имеют одинаковую мощность. 


у =—0, ос... 
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Конечно, совершенно аналогичным образом можно пока- 
зать, что континуумы трех, четырех,... измере- 
ний имеют такую же мощность, как и одно- 
мерный континуум. Но замечательно то, что и кон: 
тинуум б-. бесконечно многих измерений, — 
точнее говоря, счетного множества измере- 
ний, —имеет такую же мощность; о таком про- 
странстве бесконечно большого числа измерений теперь 
особенно много говорят в Геттингене. Его определяют 
как совокупность всех тех числовых систем, какие только 
может принимать счетное бесконечное множество пере- 


менных 
Е Е 


если каждая из них пробегает весь ряд вещественных 
значений. Это представляет, собственно говоря, только 
вовый способ выражения понятий, давно уже применяемых 
в математике. В самом деле, ведь всегда рассматривали 
совокупность всех степенных или тригонометрических 
рядов; счетное бесконечное множество коэфициентов этих 
рядов представляет, в сущностн, не что нное, как такую же 
совокупность бесконечного числа независимых перемен- 
ных, которые, впрочем, всегда подчинены еще известным 
условиям сходимости ряда. 

Здесь мы снова ограничимся рассмотрением „куба-еди- 
ницы“ континуума С», другими словами, множества 
всех точек, удовлетворяющих условию 0<х, < |, и пока- 
жем, что эти точки можно привести во взаимно однознач- 
ное соответствие с точками отрезка-единицы 0% хх! 
континуума ©,. При этом снова, для удобства, отбрасы- 
ваем все те пограничные точки, для которых одна из 
координат х,„ равна нулю, и, соответственно, точку х == 0, 
все же остальные пограничные точки сохраняем. Исходим, 
вак и раньше, из изображения координат точек контину- 
ума б.. при помощи десятичных дробей, 


ж =0 и я. а/ ео 
д: = 0, не, 
Я; =0, с ос . 


$5 Клейн. Элементарная математика 
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причем все эти дроби р р 
е, а символы а, 0, с,... А ь 

а пн: дробей“ в установленном выше м: = 
т. е. такие комплексы цифр, которые состоят и з 
значащей цифры с предшествующими ей нулями. и :рь 
все это бесконечное количество десятичных дробе ю 
должны соединить в одну такую новую дробь, которая, 
в свою очередь, позволяла бы восстановить ее Ве я 
части, нли. сохраняя химическое уподобление, ее 
так: мы должны образовать такое нестойкое соеди: и 
всех этих молекулярных агрегатов, чтобы его легко р 
было разложить на составные части. Этого удается р + 
сразу же при помощи „способа диагоналей“, котор Ва 
уже применяли выше (стр. 379). Напишем наши „мол к 
в том порядке, какой указывают последовательные 
линии в предыдущей схеме: 

х=0, а: а, 6, аз 6. с, Ч 6; с» 41 @5...; 
таким образом со всякой точкой в ©. однозначно ОИ 
гается некоторая точка 6.. Обратно, таким образом можно 
получить всякую точку континуума @1; в самом ее ты 
ее изображение в виде бесконечной десятично до и, 
можно, пользуясь указанной схемой, однозначно опр: ей 
лить бесконечное число бесконечных десятичных хр ` 
бей Х,, Хь, Х... из которых данная дробь получается а 
ством указанного приема. Таким образом нам, де Е 
тельно, удалось установить взаимно однозначное от р 
жение единичного И пространства 6. на единично 

нтинуума ©,. 
на ас комната до сих пор мы р 
емся в том, что существуют, во всяком случае, две раз 
личные между собой мощности: 1) мощность счет- 
ных множеств, 2) мошность и контину- 
умов (непрерывных протяжений) ©, 6, б,..., вплоть 
г и естественно возникает вопрос о том, существуют 
лиеще большие мощности; оказывается, что, действительно, 
возможно указать еще большую мощность м рат не 
только при помощи абстрактных рассуждений, но даже 
оставаясь исключительно в пределах тех понятий, которые 
и без того всегда применяются в математике; а .нменно, 


пез альыог 


] 
1 
т 
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такой еще большей мощностью обладает 3) множество 
всевозможных вещественных функций 1х) 
вещественной переменной х. 

Здесь достаточно ограничиться изменением переменной 
в промежутке 0<х< 1. Прежде всего приходит в голову, 
что речь идет о множестве непрерывных функций /(х). 
Однако здесь имеет место следующая замечательная тео- 
рема: множество всех непрерывных функций 
Обладает мощностью контннуума и, следо- 
вательно, принадлежит к группе 2. Новую 
большую мощность мы получим только в том случае, 
ссли примем во внимание также совершенно разрывные 
функции самого общего вида, какие только можно себе 
представить; иными словами, если со всякой точкой х 
будем сопрягать совершенно произвольное значение функ- 
цин, не обращая никакого внимания на соседние значе- 
ния ее. 

Сперва я докажу упомянутую теорему относительно 
множества непрерывных функций; мне придется для 
этого повторить те соображения, 
которые служили нам выше 
(стр. 286 и сл.), для того чтобы 
выяснить возможность разложе- 
ния „произвольных“ функций 
в  тригоно- метрические ряды; 
впрочем, я должен буду местами 
придать этим  рассуждениям 
более тонкий характер. Там я 
уже показал, что: 

а) иепрерывная функция 1х) 
вполне определяется ее значе- 
ниями |”) во всех рациональных точках г (фиг. 132); 

Ь) с другой стороны, нам известно, что все рацнональ- 
ные значения г можно расположить в один счетный 
Ряд Гу, Гь, Г.,...; 

с) поэтому функция Кх) оказывается вполне опреде- 
ленной, если известно счетное бесконечное множество 
ее значений } (т,), /("›), Кгз),... Впрочем, эти значения 
нельзя, конечно, выбирать совершенно произвольно, если 
желаем получить непрерывную функцию. Но множество 
всех возможных систем значений /(",), /(^.),... содержит, 
25* 
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во всяком случае, как часть такое множество, которое 
имеет одинаконую мощность со множеством всех непр‹- 
рывных функций; 

4) величины ], = (71), № = М можно рассматривать 
как координаты в пространстве так как они ведь пред- 
ставляют счетное бесконечное множество непрерывно 
изменяющихся величин. Слеловательно, соглас. о дока- 
занной раньше теореме, множество всевозможных систем 
значений функций имеет мощность континуума; 

е) являясь частью этого множес!ва, допускающего 
взаимно однозначное сопряжение с континуумом, само 
множество всех непрерывных функций может быть 
взаимно однозначно сопряжено с некоторым множеством 
составляющим часть континуума; 

{) далее, мы без труда можем убедиться в том, что н, 
наоборот, весь континуум можно взаимнооднозначно ото- 
бразить в некоторой части множества непрерывных функ- 
ций, Для этого стоит только рассмотреть функции 
[(х) = Е = сопз определяемые условиями }: = [+=...=%, 
где К есть вещественный параметр. Когда К пробегает 
континуум 6, /х) =, действительно, пробегает часть 
множества всех непрерывных функций, отображенную 
взаимнооднозначным образом в 61; 

=) теперь мы должны воспользоваться так называемой 
теоремой об эквивалентности, которую доказал 
Ф. Бернштейн (Е. Вегпз{ет) !):; если каждое из двух 
множеств эквивалентно некоторой части дру- 
гого множества, то эти два множества экви- 
валентны между собой. Эга теорема представляет- 
ся в высокой степени очевидной; ее подробное доказа- 
тельство завело бы нас слишком далеко; 

Н) континуум 6, и множество всех непрерывных функ- 
ций находятся между собой, согласно пунктам „е“ и 5й, 
как раз в том отношении, какое предполагает теорема об 
эквивалентности; следовательно, они обладают одинако- 
всй мощностью, и, таким образом, наша теорема доказана, 

Теперь перейдем к интересному доказательству нашего 
второго утверждения, что множество всевозмож- 


1) Она впервые опубликована в книге Бореля, 1-+ебойз зиг а {пвоце 
дез 1опсНопз, Райз 1898, стр, 103 и след. ь 
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ных, действительно вполне произвольных 
функций обладает большей мощностью, чем 
континуум; это доказательство представляет прямое 
применение диагонального метода Кантора: 

а) допустим, что наше утверждение ложно, т. е. что 
множество всех функций можно взанмно однозначным 
образом отобразить в континууме 6:. Предположим, что 
при этом отображении всякой точке х =ув С, соответ- 
ствует некоторая функция {(х, У) от Хх, так что когда у 
пробегает весь континуум, /(х, у) изображает последова- 
тельно всевозможные функцчи от х. Мы приведем это 
допущение к нелепости тем, что построим функцию Р(х), 
отличную от всех функций /(х. У). 

Ь) для этого образуем „д. агональную функцию“ схемы 
функций Кх +), другими словами, такую функцию, кото- 
рая во всякой точке х =х, принимает такое же значение, 
какое в этой же точке х = х принимает функция /(х, хо), 
соответствующая значению параметра у= хе, т. е. зна- 
чение /(х, №). Как функция от х, это есть попросту 
функция ] (х, Хх); 

с) теперь построим такую функцию Р(х), которая 
отличается во всякой точке х от функции [(х, Х): 

Е(х) = | (х.х) длявсякого частного значения х. 

Достигнуть этого можно самыми разнообразными спо- 
собами, так как мы ведь допускаем совершенно разрыв- 
ные функции, значение которых в каждой точке может 
быть определено самым произвольным образом. Приме- 
ром может служить функция Р(х) = [(х, х) - 1; 

4) эта функция Р(х), действительно, отлична от каж- 
дой из функций } (х, ъ). В самом деле, если бы Р(х) == [(х, У) 
для какого-нибудь определенного значения параметра У==Уо, 
то это равенство значений функций должно было бы 
иметь место, в частности, и в точке х*= и, и, следова- 
тельно, было бы ЁР(уо) = /(\, 5). Но это противоречит 
допущению „с“ относительно функции Р(х). 

им опровергается предположение „а“, будто функ- 
циями /(х, У) можно исчерпать все множество функций; 
следовательно, наше утверждение доказано. 

Интересно сравнить это доказательство с вполне 
аналогичным доказательством несчетности континуума. 
Подобно тому как там мы допускали возможность рас- 
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положения всех десятичных дробей в одн счетную схему, 
так и здесь мы рассматриваем схему ункций } (х, 1); 
там мы выделяли диагональные элементы; здесь этому 
соответствует построенне диагональной функции {(х, х); 
то и другое находит затем одинаковое применение 
в образовании новой, не содержащейся в схеме, деся- 
тичной дроби и, соответственно, новой функции. 

Вы легко можете себе представить, что при помощи 
подобных рассуждений можно восходить к бесконечным 
множествам все большей и большей мощности, высшей, 
чем те три мощности, с которыми мы познакомились до 
сих пор. Но самым замечательным из всех этих резуль- 
татов представляется то, что между различными беско- 
нечными множествами существуют вообще такие раз- 
личия и градации, которые сохранялись, несмотря на то, 
что мы применяли к ним самые радикальные средства, 
какие только можно себе представить; мы разрушали 
все их особенности, как, например, их расположение и 
тому подобное, и сохраняли только их отдельные элементы, 
своего рода их атомы, как вещи, существующие совер- 
шенно независимо друг от друга и допускающие произ- 
вольную перетасовку между собой. Важно еще и то, что 
три из этих градаций мы смогли установить, оставаясь 
в рамках обычных в математике вещей — целых чисел 
континуумов (непрерывных протяжений) и функций. 

Этим я закончу первую часть моего изложения теории 
множеств, посвященную понятию о мощности. В такой 
же конкретной форме, но только еще более кратко, я хочу 
сообщить вам тепепь кое-что из второй части учения 
о множествах. 


#. Расположение элементов множества. 


Здесь на первый план выступает как раз то, что мы 
до сих пор принципиально оставляли в стороне, а именно 
вопрос о том, как отличаются между собой отдельные 
множества одинаковой мощности по взаимным отноше- 
ниям расположения, натурально им принадлежащего. Ведь 


вида, которые мы до сих пор допускали, разрушали все 
эти соотношения, — вспомните хотя бы только об отобра- 
жении квадрата на отрезке! Я бы хотел особенно под- 


арене, 
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черкнуть значение именно этого второго отдела учения 
о множествах; ведь не может же это учение иметь 
своею целью устранить, посредством введения новых, 
более общих понятий, те различия, которые с давних пор 
вошли в обиход математики; скорее, наоборот, это учение 
должно и может служить тому, чтобы с помощью общих 
понятий познать эти различия в их самой глубокой 
и, 

“?' Чаперь наша цель заключается в том, чтобы выяснить 
себе на определенных, общеизвестных примерах понятие 
о различных возможных расположениях. Если начинать 
с счетных множеств, то мы знаем три совершенно раз- 
ные формы расположения таких множеств, столь раз- 
личные между собой, что равенство их мощностей со- 
ставляло, как мы видели, особую и ни в каком случае 
не самоочевидную теорему; это следующие множества: 

1) множество натуральных чисел; 

2) множество всех (отрицательных и поло- 
жительных) целых чисел; 

3) множество всех рациональных чисел и 
множество всех алгебраических чисел. 

Распсложение элементов во гсех этих трех множествах 
имеет одно общее свойство, в силу которого оно назы- 
вается простым расположением множества. Это свой- 
ство состоит в следующем: из каждых двух элементов 
один определенный элемент всегда предшествует другому, 
т. е, выражаясь алгебранчески, всегда известно, кото- 
рый элемент меньше и который больше; и далее, если из 
трех элементов а, 9, с элемент а предшествует элементу ф, а 
элемент 6 — элементу с, то всегда а предшествует элемен- 
ту с (если аи < с, тта<6. 

Но, с другой стороны, имеют место такие характерные 
различия: в первом множестве существует первый эле- 
мент (нуль), который предшествует всем остальным, но 
нет последнего элемента, который следовал бы за всеми 
другнми; во втором множестве нет ни первого, ни 
последнего элемента. Но в обоих этих множествах есть 
то общее, что за всяким элементом непосредственно сле- 
дует определенный ближайший элемент, и всякому элементу 
непосредственно предшествует определенный другой. эле- 
мент. В противоположность этому, у третьего множества 
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между каждыми двумя элементами всегда есть, как 
мы уже видели выше (стр. 45), бесконечно много лру- 
гих элементов; такое свойство множества мы обозначили 
термином „всюду плотное множество“, так что, в част- 
ности, среди всех рациональных или алгебраических чисел, 
лежащих между @и В, если не считать самих этих чисел, 
нет пи наименьшего, нн наибольшего числа. Таким образом 
способы расположепия в этих трех примерах, их типы 
расположения (Апог4пипа{уреп) (термин Кантора „ти- 
пы лорядка“, Ог4пипа$уреп, кажется мне не столь харак- 
терным) все между собою различны, хотя самые множе- 
ства имеют одинаковые мощности, С этим можно свя- 
зать—и это действительно делают представители теорин 
множеств —вопрос о всех вообще возможных 
типах расположения счетных множеств. 

Перейдем теперь к рассмотрению множеств мощно- 
сти континуума; здесь нам известно одно множество 
простого расположения, а именно континуум 6, всех веще- 
ственных чисел. Но наряду с ним в двумерном и много- 
мерных типах б., ©.,,... мы имеем примеры множеств 
с расположением элементов, отличным от того, который 
мы назвали „простым“. Так, в случае множества 6., 
для того чтобы определить взанмное расположение двух 
точек, необходимы уже не одно, а два соотношения. 

Здесь наиболее важно проанализировать понятие о 
непрерывности одномерного континуума; открытие того 
обстоятельства, что это понятие, действительно, основано 
только лишь на простых свойствах расположения, свой- 
ственного множеству @., является первой замечатель- 
ной заслугой учения о множествах в деле выяснения 
основных математических понятий, а именно, оказывается, 
что все свойства непрерывности континуума проистекают 
из того обстоятельства, что последний представляет мно- 
жество простого расположения со следующими двумя 
свойствами: 

1. Если разделить множество на какие-ли- 
бо две части А, В, но таким образом, чтобы 
всякий элемент принадлежал какой-либо од- 
ной из этих частей и чтобы все элементы, 
входящие в группу А, предшествовали всем 
элементам группы В, то в таком случае либо 
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А имеет последний элемент, либо В имеет 
первый элемент, Вспоминая определение иррацио- 
нальных чисел Дедекннда1) (стр. 50 и сл.), мы можем вы- 
разить это свойство еще так; всякое „сеченне“ в нашем 
множестве, действительно, производится одним из его 
элементов. 

2. Между любыми двумя элементами мно- 
жества всегда лежит еще бесконечно много 
других элементов, 

Этим вторым свойством обладают одинаково континуум 
и счетное множество всех рациональных чисел; пер- 
вое же свойство указывает на существенное различие 
между этими множествами. Всякое множество простого 
расположения, обладающее обоими этими свойствами, 
в учении о множествах называют непрерывным, по той 
причнне, что для него, действительно, можно доказать все 
теоремы, которые имеют место для континуума в силу 
его непрерывности. 

Я хочу еще указать на то, что эти свойства непрерыв- 
ности можно формулировать также несколько иначе, а 
именно — исходя из так называемых „основных“ рядов Кан- 
тора. Основным рядом называют счетный ряд простого 
расположения, состоящий из таких элементов а;, а, а, ,... 
данного множества, что в самом множестве каждый 
из них либо всегда предшествует элементу, следующему 
за ним в основном ряду, либо всегда следует за ним; 
так что: 


либо а, <а,<а:<... либо аа >а, > ав... 


Некоторый элемент а множества называют предельным 
элементом основного ряда, если — в первом случае — 
в основном ряду всегда найдутся элементы, большие вся- 
кого элемента, лежащего в данном множестве до а, но 
вовсе нет элементов, больших хотя бы одного элемента, 
расположенного после а; аналогично определяют предель- 
ный элемент во втором случае. Если множество обла- 
дает тем свойством, что всякому входящему в его состав 
основному ряду соответствует в нем свой предельный 

1) Р. Дедекинд, Непрерынность и иррапиональные числа, 
Одесса, „Ма!иез!$“, 1910. 
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элемен", то множество называют замкнутым (аБэс- 
эсп[юззеп); если же, наоборот, всякий элемент множества 
является предельным элементом некоторого основного 
ряда, выделенного из него, то множество -называют плот- 
ным. Непрерывность множеств с мощностью конти- 
нуума состоит, существенным образом, в соединении обоих 
этих свойств. 

Попутно я хочу здесь напомнить, что при беседе о 
диференциальном и интегральном исчислениях мы гово- 
рили еще и о другом континууме— о континууме Веро- 
незе (Уегопезе), который возникает из обыкновенного кон- 
тинуума посредством присоедннения актуально бесконечно 
малых величин. Хотя таким путем получается тоже мно- 
жество простого расположения в том смысле, что вопрос 
о последовательности всяких двух элементов разрешается 
определенно, но тем не менее этот континуум обладает, 
конечно, совершенно иным типом расположения, чем обыч- 
ный континуум @©,;; теорема о том, что всякий основной 
ряд имеет предельный элемент, здесь уже не имеет места. 

Теперь мы приходнм к важному вопросу о том, при 
каких отображениях сохраняется различие между конти- 
нуумами различного числа измерений ©. 6.,... Дело в том, 
что взаимно-однозначное отображение самого общего вида, 
как нам уже известно, уничтожает между ними всякое 
различие. Ответ дает следующая важная теорема: число 
измерений континуума инвариантно по отношению ко всем 
взаимно-однозначным и непрерывным отображениям; дру- 
гими словами, невозможно отобразить один в другом вза- 
имно-однозначно и непрерывно два континуума 6, и (,, 
если т = п. Быть может, вы склонны принять эту теорему 
без дальних разговоров как самоочевидную; но вы не 
должны забывать того, что наивное представление, пови- 
димому, исключало также возможность взаимно-однознач- 
ного сопряжения 6; и ©, вообще, и это побуждает нас 
быть осмотрительными по отношению к тому, что нам 
представляется очевидным. Е 

Я хочу здесь подробнее разобрать только простейший 
случай*), в котором речь идет о сопряжении одномерного 

') Доказательство общего случая дая Броуэр (1. Е. /. Вго\усг) в 19] г. 
в 7О томе журнала „Маштета све Аппаеп“, стр. 161. 
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континуума с двумерным, и затем укажу лишь вкратце 
какие трудности стоят на пути распространения. этого 
доказательства на наиболее общий случай. Итак, мы 
хотим доказать, что взаимно-однозначное и непрерывное 
сопряжение между континуумами ©, и 6, невозможно 
Здесь всякое слово имеет существенное значение: мы уже 
знаем, что здесь нельзя опустить требования непрерыв- 
ности; с другой стороны, пример известной, конечно, мно- 
гим из вас „кривой Пеано“ показывает, что и взаимная 
однозначность не может быть опущена, 


Прежде всего уста- а с Г. 
новим лемму: если два — об, 
олномерных континуум д Ш 
ы и 6, непрерывным | в 
разом отображены один Фиг. 133. 


в другом и притом именно 
Е р элементу из 6, всегда соответствует 
та И один элемент из (@;, а всякому элементу 
ры т ее. самое большее, один элемент из ©’, если, 
он и © суть два элемента из С:, которым, действи- 
НЫЕ |: 6, два элемента @’и 0’, то всякому 
я ое 1, Который лежит между а и 6, действн- 
ЕЯ ечает в бу некоторый элемент с’, лежащий 
'у@нб (фиг. 133). Эта лемма соответствует известной 
теореме, согласно которой непрерывная функция }(х), 
котор&.. принимает в точках Х =4,, $’ значения а и 6, при- 
нимаег также всякое значение с. лежащее между чи 0, 
в неготорой точке с’, заключенной между а’ и 5. Дей- 
ствительно, нашу лему можно доказать, как точное 
обобщение этой теоремы, исключительно на основанин 


множеств определить вполне аналогично 
известно: 
определению непрерывности функции; это детей 
ный Е основании одного только понятия о распо- 

Чии. по здесь не место подробн 
ий дробнее развивать эти 
Теперь перейдем к нашем 

У доказательству. Предполо- 
жим, что одномерный отрезок С: пн квадрат ©. сопря- 


(фиг. 134). Пусть при этом двум элементам а, 1 отрезка 6, 
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отвечают элементы А, В квадрата ©,. Эти элементы А, В 
мы можем соединить внутри множества ©, двумя 
различными путями, например указанными на рисунке 
ломаными ©”, г. При этом нам не нужно предполагать 
никаких особых свойств множества @, вроде опреде- 
ления координатами и т. п.) мы должны лишь восполь- 
зоваться понятием о двумерной совокупности 6,. Но 
тогда, конечно, как ©’, так и ©,’ представляют континуумы 
простого расположения одного измерения, подобные (,; 
в снлу же предположенного взаимно-однозначного и не- 
5 прерывного сопряжения множеств 
—6, бл и ©, всякому элементу ©,’ илн 
° ©, должна отвечать ровно одна 
точка б,, а всякому элементу на 
6, должен отвечать, самое ь- 
шее, один элемент на б;' нли на б”.. 
Таким образом как раз выполнены 
Е предположения нашей леммы: сле- 
о довательно, всякой точке С’на 6;, 
лежащей между а и 6, должна отвечать как точка С, 
на 6’, так и точка С’на ©’, но это противоречит пред- 
положенной взаимной однозначности отображения, имею- 
шего место между 6, и ©, Таким образом мы видим, 
что такое отображение невозможно, так что доказатель- 
ство исчерпано. 

Чтобы распространить это доказательство на два лю- 
бых континуума б,„, 6, надо предварительно знать, ка- 
ковы могут быть различные континуумы 1, 2, 3,..., т—1 
измерений самого общего внда, содержащиеся в ©,„; если 
тип>2, то оказывается, что одного только понятия 
„между“, как только что в простейшем случае, недоста- 
точно для того, чтобы провести доказательство. Эти слу- 
чаи приводят к крайне сложным исследованиям, которые 
уже с самого начала обнимают собой очень трудные во- 
просы, лишь в последнее время несколько выясненные и 
имеющие основное значение в геометрии, а именно во- 
просы о наиболее общих непрерывных одномерных сово- 
купностях точек в плоскости, в особенности, вопрос о 
том, когда именно такую совокупность можно наззать 
кривой линией. 


а 
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Этим я закончу изложение учения о множествах и 
прибавлю еще лишь несколько замечаний общего харак- 
тера. Прежде всего несколько слов о тех общих идеях, 
когорые выработал Кантор по вопросу о положении, 
занимаемом учением о множествах по отношению к гео- 
метрии и анализу; эти идеи выставляют в особенном свете 
значение учения о множествах. Через всю историю 
математики, так же как и через все философские рассуж- 
дения о ее природе, проходит, как известно, красной нитью 
различие между дискретной величиной арифметики и не- 
прерывной величиной геометрии. В новейшее время осо- 
бенно стали выдвигать на первый план дискретную вели- 
чину как нанболее легкую для понимания; на целые на- 
туральные числа стали смотреть как на данные простейшие 
понятия, выводя из них по известному спо-обу рациональ- 
ные и иррациональные числа; таким образом, в конце 
концов, был получен весь аппарат, необходимый для гос- 
подства анализа в геометрии, т. е. аналитическая геометрня. 
Эту тенденцию современного развития математики можно 
назвать арифметизацией геометрии: геометрическая идея 
непрерывности оказывается сведенной к идее целых чисел. 
Этого же направления мы придерживались, в главном, и 
в настоящих лекциях. 

И вот в противовес этому одностороннему предпочте- 
нию целых чисел Кантор желает — как он сам мне говорил 
на съезде естествоиспытателей в Касселе — достигнуть 
„истинного слияния арифметики и геометрии“ в учении 
о множествах, другими словами, он желает представить 
учение о целых числах, с одной стороны, и теорию раз- 
личных образов, непрерывно составленных из точек, с дру- 
гой стороны, а также еще многое другое как равноправные 
и объединенные главы общего учения о множествах или 
совокупностях. 

Я хотел бы еще присоединить сюда же кое-какие общие 
замечания 0б отношении учения о множествах к гео- 
метрии. В ученни о множествах мы рассматривалн: 

1) мощность множеств как нечто такое, что 
сохраняется при всех взаимно-однозначных отображениях; 

2) типы расположения множеств, соответ- 
ствующие различным комбинациям элементов в отношенни 
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их порядка. Здесь мы имели возможность охарактеризо- 
вать понятие о непрерывности, различные многократные 
расположения, или континуумы различного числа измере- 
ний ит. п.; таким образом в конечном счете сюда принад- 
лежат, вообще, инварианты непрерывных отображений. 
При перенесенни в геометрию это образует дисциплину, 

значенную со времени Римана термином „Апа1уз1: Низ“ 
(анализ положения); это — наиболее абстрактная глава 
геометрии; она исследует только те свойства геометриче- 
ских образов, которые сохраняются при самых общих 
непрерывных взаимно-однозначных отображениях. Впро- 
чем, уже Риман употреблял слово „Мапи аНвкей“ (мно- 
гообразие) в весьма общем смысле. Этим же самым‘ сло- 
вом пользовался вначале и Кантор, и лишь позднее он 
заменил его более кратким и потому более удобным тер- 
мином „Мепке“ (множество, совокупность), который к 
тому же имеет одинаковый с первым словесный корень. 
В настоящее время употребление слова „Мепре“ настолько 
укоренилось, что считается совершенно отсталым всякий, 
кто еще говорит „Мапше арке“; 


3) переходя. к конкретной геометрии, мы встречаемся 
с различием между метрической и проективной геометрией. 
Здесь мало знать, что, например, прямая имеет одно из- 
мерение, а плоскость — два измерения; здесь нужно строить 
или сравнивать фигуры, причем желательно иметь в своем 
распоряжении постоянный масштаб или, по крайней мере, 
уметь прокладывать прямые в плоскости и плоскости 
в пространстве. Конечно, для каждой из этих конкретных 
областей необходимо к общим свойствам расположения 
присоединить специальную аксиоматику. Это означает, 
следовательно, дальнейшее развитие учения о непрерывных 
множествах в простом, двойном и, вообще, кратном рас- 
положении, 

В мою задачу не может входить более подробное рас- 
смотрение этих вещей, о которых мне к тому же придется 
подробно говорить в своих лекциях по геометрии в бли- 
жайшем семестре. Я бы хотел только указать литературу, 
в которой вы можете получить некоторые сведения. Здесь 
прежде всего приходится назвать соответствующие рефе- 
раты „Математической энциклопедии“: „Основания гео- 
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метрии“ Энрикеса!) и „Понятия „линия“ и „поверхность“ 
Мангольдта“*) по специальной аксноматике, а также 
„Апа1у1з з№из“ Дена. Гегарда (Реп-Неерааг4) там же (Ш, 
А. В. 3). Последняя статья написана очень абстрактно; 
она начинается с весьма общих, установленных самим 
Деном формулировок понятий и основных фактов Апа!уз1$ 
$Низ, из которых затем все прочее вытекает посредством 
чисто логической дедукции. Это представляет полную 
противоположность с тем индуктивным методом изложе- 
ния, который я всегда рекомендую. Эта статья предпола- 
гает, собственно говоря, для полного понимания весьма 
подготовленного читателя, который уже продумал всю 
эту область, пожалуй, столь же основательно, как и сам 
автор. 

Что касается литературы, посвященной учению о мно- 
жествах, то я прежде всего должен указать на доклад, 
представленный Германскому союзу математиков Шенфли- 
сом (А, 5спбп ез): „Развитие учения о точечных многооб- 
разиях“ 3); первая часть этого сообщения появилась 
в УШ томе журнала „ЛавгезЬенсве Бег Решёзсвеп Мае- 
таНкег-Уеге!п!5ипя“, а вторая появилась лишь недавно — 
в виде второго дополнительного тома „Лавгезреисще“. Эта 
книга, действительно, представляет реферат по всей теории 
множеств, в котором вы найдете ответ на весьма многие 
специальные вопросы. Наряду с этнм я должен назвать 
первый и единственный систематический учебник по теории 
множеств, это —„Теория совокупностей точек“ Юнга и 
его супруги 4), упомянутой уже на стр. 270. 

В заключение этих замечаний о теорни множеств мы 
должны снова поставить тот же самый вопрос, который 
сопровождал все наши лекции: чем из всего этого можно 


1) Епг!чцез, Рипсреп 4ег Чеотефнче, ЕисукКюора@е Чег таета{- 
зсНеп \УвзепзспаНеп, 11, А. В. 1. 

?) Мапро1 46 Ге Верийе „ще“ ипа „В1аеве“. Епсукора@е Чсг 
ша етайзсПеп \/1зсизспаНеи, 1, А. В. 2. 

3) „Ре Епбисваие ег Ге]ге уоп Ч4еп Рипктапи {а еКеНеп", 
2-я часть, Герае 1900 и 1908. Первая часть переиздана в 1913 г, под 
названием „Развитие учения о множествах и его приложенийя (Епё\/ск- 
шипа Чег Мепрешевге ии@ Итег Ап\уепаииреп); продолжением служит 
сочинение Н. НаНп, Треоце 4ег гееНеп РипК@олеп, Ва, 1, Вейт 1921. 

4) \!. Н. Зоцив апа С. СВ, Зоипе, Тис 4пеогу оЁ 565 о{ рой, 
СашЬиаре 1906. 
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воспользоваться в школе? Здесь этот вопрос можно, пожа- 
луй, счесть за совершенно излишний, так как ведь вся- 
кий должен согласиться с тем, что к ученику нельзя под- 
ходить с такими абстрактными м трудными вещами. 
Я хотел бы точнее выразить мое отношение к этому 
вопросу, а именно, сослаться на тот биогенетический основ- 
\ ной закон, по которому индивид в своем развитии пробе- 
гает в сокращенном виде все стадии развития вида; эти 
\идеи стали в настоящее время общим достоянием обра- 
‘зованного человека. Этому основному закону, я полагаю, 
должно было бы следовать — по крайней мере, в общих 
чертах — и преподавание математики, как и вообще всякое 
преподавание. Мы должны приспособляться к природным 
 склонностям юношей, медленно вести их к высшим вопро- 
сам и лишь в заключении ознакомить их с абстрактными 
'идеями; преподавание должно итти по тому же самому 
пути, по которому все человечество, начиная с своего наив- 
ного первобытного состояния, дошло до вершин современ- 
ного знания! Необходимо всегда повторять это требова- 
ние, так как всегда находятся люди, которые по примеру 
средневековых схоластиков начинают свое преподавание 
с самых общих идей и защищают этот метод как якобы 
единственно научный. А между тем и это основание 
| неправильно: научно обучать значит научать человека науч- 
| но думать, а не оглушать его с самого начала холодной, 
\ научно наряженной систематикой. Существенное препят- 
ствие к распространению такого естественного и поистине 
научного метода обучения представляет, несомненно, недо- 
статок в знакомстве с историей математнки. Чтобы с этим 
бороться, я особенно охотно вплетал в мое изложение 
многочисленные исторические моменты. Пусть это пока- 
жет вам, как медленно возникали все математические идеи, 
как они почти всегда всплывали сперва, скорее, в виде 
догадки и лишь после долгого развитяя приобретали не- 
подвижную, выкристаллизованную форму систематического 
изложения. Пусть это знание — этим пожеланием я хотел 
бы закончить мои лекции — окажет продолжительное влия- 
ние на характер вашего собственного преподавания в школе! 


| 
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РАЗВИТИЕ РЕФОРМЫ ПРЕПОДАВАНИЯ МАТЕМАТИКИ 
В ГЕРМАНИИ 


Шестнадцать лет прошло с тех пор, как настоящее со- 
чинение получило, по существу, свою окончательную 
форму. Педагогические идеи, которые оно защищает, за 
это ипремя вызвали к жизни обширную литературу’ об 
организации школьного дела и о методике преподавания 
математики; они оказали многообразное влияние на реор- 
ганизацию социального образовання. Все тенденции к прак- 
тическому осуществлению этих идей в настоящее время 
охвятываются наименованием „реформы математического 
образозания". Предшествующую историю этого рефор- 
мационного движения, его возникновение в виде отдель- 
ных выступлений, его организационное объединение и по- 
следовавшее затем быстрое развитие — все это изложено 
в изданном [МОК *) сочинении Р. Шиммака „Развитие ре- 
формы преподавания математики в Германии“?), оно ох- 
ватывает развитие движения до 1910 г. вк пючительно. 
Друтов сочинение, выпущенное в той же серии Г. Вейн- 
рейхом, содержит обзор успехов реформы за период 
1911—1913 гг.4,. Относительно хода реформы в после- 
дующие годы еще нет необходимых отчетов. Мы изло- 
жим здесь вкратце важнейшие моменты развития движе- 


т) Дополнения [Г н Ш написаны по с й 
сотрликом < Зара о Вы огласованни с Клейном его 
—сокращенное название Интернациональной комиссин по 

препо ‘аванию матема'ики (и(еглай! 
ре ре тр ж ы опа!е Мапетанзене ИщегисвКои- 
СН] мтаск, [Че Епбускмая дет та НетаНсВеп (Лиег - 
ее 1911. Это сочинение оставават ты 
возн он исси 

Е образованию ны = о 
. Уе1пге! св, Ге РонзсЬ И е 4ег та НетаНесНеп мег з- 
и 1910. Па ип Мше!ииреп, уегап]а51 ФигеН е ТЯ 

юпацзсне (ЛцегусЫзк отита“, Ней 10, 1ераф 1915, 


26 Ф. Клейн. Элементарная математика, 
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ния по реформе до настоящего времени. Во введенни к, 


настоящим лекциям было уже упомянуто о комиссии по 
преподаванию математики, которую ‘организовало Гер- 
манское общество естествоиспытателей и врачей в 1904 г. 
на съезде в Бреславле. Ее называют коротко „Бреславль- 
ской комиссией“. Ее возникновение представляло собой 
объединение двух мощных течений, имевших целью ре- 
форму среднего образования. Одно из этих течений исхо- 
дило от математиков, другое — от биологов. Математиче- 
ское направление поддерживалось Союзом германских ин- 
женеров (Уегет ПешзсНег паешеиге), Германским союзом 
для развития преподавания математики и е-тествознания 
(Пец{$сНез Уегеп 2иг Рогаегипя 4ез та нета НзсНеп ипа па- 
фигу ззепзспа_сНеп Отегйсв{$) и кругами высшей школы, 
руководимыми Клейпом. Эти три группы работали при- 
близительно до 1895 г. независимо друг от друга; с этого 
времени они приходят в соприкоснозение, ‘постепенно 
объединяются и поддерживают друг друга в общих тен- 
денциях к преобразованию математического образования. 
| Направление реформы должно было заключаться в том, 
| оы в преподавании математики получили отражение 
| ее приложения, а также идеи, лежащие в основе огромных 
| успехов математических наук в ХУШ и Х[Х столетиях, 
чтобы эти иден заняли в преподавании то место, которое 
соответствует их значению в современной культуре 1). 
Биологическое движение получило яркое выражение в 
1910 г. на съезде Союза естествоиспытателей и врачей 
в Гамбурге после того, как преподавание биологии в выс- 
ших классах средней школы было в Пруссии в течение 
21 года вовсе воспрещено. На гамбургском съезде биоло- 
ги дали своим требованням выражение в виде ряда те- 
зисов, которые явились предметом оживленных дискус- 
сий и на последующих съездах союза. 

На съезде в Касселе в 1903 г. Клейн выступил с пред- 
ложением подвергнуть тенденции биологов и математи- 
ков совместному обсуждению. Это было осуществлено в 
в 1904 г, в Бреславле и привело к организации Бре- 

‚ славльской комиссии. ЕЁ было поручено разработать 
предложения относительно реорганизацин преподавания 


1) См. также предисловие редактора к настоящему русскому изданню 
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математики, точного и описательного естествознания, 
которые, с одной стороны, были бы вполне осуществи- 
мы, а с другой стороны, были бы уже достаточно по- 
дробно разработаны. Комиссии было при этом предъявле- 
но также требование согласовать часто проявлявшие‹я 
противоречивые интересы различных специальностей с 
тем, чтобы одному из последующих съездов’ были до- 
ложены „согласованные предложения, приемлемые, по воз- 
“ожности, для всех заинтересованных стороп“. 

Комиссия работала напряженно и ей удалось в срав- 
нительно короткое время в значительной мере справиться 
с поставленными ей задачами. 

"Уже в следующем, 1905 г. она представила, как извест- 
но, собранию естествоиспытателей в Меране проекты 
программ преподавания математики и естествознания в 
гимназиях, реальных гимназиях и высших реальных учи- 
лищах*). Вслед за этим в 1906 г. на съезде в Штутгарте 
следовали программы для шестиклассных реальных учи- 
лищ и реформированных школ?); наконец, в 1907 г. в 
Дрездене был уже представлен доклад по коренному во- 
просу всякой реформы преподавания, именно, о подготовке 
преподавательского состава. Конечно, как в этом во- 
просе, так и вообще во всех своих работах комиссия огра- 
ничилась нуждами и задачами средней школы. Особен- 
ное значение во всем движении по реформе получили 
так называемые „Меранские программы“. Они уже в те- | 
чение продолжительного времени представляют образец, 
на основе которого обсуждаегся осуществление реформы 
при всяком изменении в постановке среднего образова- 
ння. Основные требования реформы, как мы уже при. 


1) В германских гимназиях главное место в программах преподава- 
ния заннмают древние языкн (латинский и греческий); в реальных гим- 
назнях преподается один латинский язык, за счет греческого усилено 
преподавание м.тематики; в высших реальных училищах древнне язы- 
ки вовсе не преподаются, а место их занимают более обширные про- 
граммы по математике, физике и химии. Пще и в пастоящее время в 
Германии наибодье распространены классические гимназии; лишь в по- 
сдедние годы открыто, действительно, болыное число редльных гимназий; 
число высших реальных училищ и по настоящее время невелико. /2ед. 

*) Реформированные школы (КеюстьсЬШел) — это частные учебные 
ялведених с своеобразными программами, утверждасмыми мин 1стерством 
просвещения для каждой школы. Ред ь | : 
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случае указывали, заключаются в том, чтобы вся система 
преподавания была психологически правильна, чтобы весь 
учебный материал был проникнут идеей фучкциональной 
зависимости в геометрическом ее освещении, чтобы при- 
нимались во внимание приложения математики. В органи- 
зационном отношении. Меранская программа требует для 
гимназий четыре часа математики во всех классах. Для 
прусских гимназий это составляет увеличение в средних 
классах на два часа. Именно в средних классах 1) с 1892 г. 
число часов математики было снижено с четырех ча- 
сов дотрех в пользу греческого языка. Устранение этого 
сокращения математики в средних классах, в которых 
преподавание арифметики и геометрии должно произво- 
диться в широких размерах, издавна составляло важную 
задачу реформы: втиснутое в недостаточное число часов 
преподавание математики становилось тягостным для 
учащихся и привело к тому, что многие юноши чужда- 
лись математических предметов. Во многих отношениях 
Меранские программы следует рассматривать только 
как предваритель' ые предложения, нуждающиеся в раз- 
витии и в дополнениях. Вполне разработанный план они 
содержат только для гимназий. Относительно целевой 
установки высших реальных училищ, развертывание ко- 
торых было тогда еще в полном ходу, комиссия не была 
в состоянии притти к согласным результатам. В реальн..х 
гимназиях было предложено уравнять преподавание ма- 
тематики с классическими гимназиями; это составляло но- 
которое сокращение курса математики, но имело целью 
отвоевать некоторое время для естествознания, Но и по 
вопросу о том, надлежит ли вводить начала исчисления 
бесконечно-малых в курс гимназий, не Удалось достичь 
единогласия. Этот вопрос в конце концов был оставлен 
открытым; была принята формула, допускавшая дово`ьно 
широкое толкование, согласно которой „преподавание 
должно доходить до порога исчисления бесконечно-малых*. 

Разработав дрезденские предложения, которые были 
уже приведены на стр. 2, Бреславльская комиссия по су- 
ществу лолжна была считать свою задачу исчерпан- 


1) „ТегНа“; последние два года обучения образуют „Рита“ (первый 
двухлетний курс), предыдущие два года образуют „Зесипаа“, которым 
предшествуют два года „ТегНа“, Ред, 


зоо Заиссьшыьный пы БЕ ешь 


ео ишельь не пиопаладащи 


АИ Комы льва амаль ал 
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ной и потому могла быть распущена. Подробный отчет 
о ее деятельности и сводку ее заключений, как было уже 
упомянуто на стр. 2, издал председатель ее А. Гутцмер. 
Благодаря работе этой комиссии большое число со- 
юзов, заинтересованных в усовершенствовании препо- 
давания математики и естесгвознания, было привлечено 
к совместным выступлениям по этим вопросам. Вместо 
Бреславльской комиссии был организован на гораздо бо- 
лее широкой основе Германский комитет по преподаванию 
математики и естествознания (ОецёсНег Аиз5сНиз$ {г Чеп 
та{Ветанзсреп ип@ паг зепзспа_Нсвеп Омцегс В), на 
который было возложено, помимо выяснения некоторых 
теоретических, ранее еще не разработанных вопросов 
преподавания, главным образом, провести в жизнь прел- 
ложения реформаторов в школьном деле, За этим коми: 
тетом (коротко называемым РАММИ) стоят 16 союзов — 
матемагические, физические, зоологические, химические, 
медицинские. технические объединения. Организационное 
заседание РАММИ состоялось в Кельне в 1908 г. Комитет 
не ограничил своей деятельности средней школой, но 
уделил особое внимание широко развертываемой и важ- 
ной сети низшей школы. Прежде всего он сосредоточил 
внимание на вопросе о подготовке целесообразно подго- 
товленного преподавательского состава. О деятельности 
комитета за годы 1908—1913 появился обстоятельный до- 
клад, также составленный Гутцмером 1). В дальнейшем си- 
стематические сообщения о деятельности РАММИ помеща- 
лись в „ОщегисвЫ&Нег“, издаваемых Германским союзом 
для развития математического и естественно-научного об- 
разования, в журналах „СеНзспий Йг таетаНзсвеп ипа 
паигу1ззепзспаЙенел ОщегисН(“ и „ЛабтезБенсв{ 4ег Рен+- 
эспеп МафешаНкег Уегениеипр“. Еще недавно РАММО 
выступил со значительным изданием: „Новые планы 
(„Меце ГеНтр!&пе“) преподавания естествознания и матема- 
тики в средних учебных заведениях“. Эти планы и програм- 
мы, появившиеся в издании Тейбнера в 1922 г., содержат 
пересмотр и дополнения. сделавшиеся необходимыми как 
по причинам, изложенным выше, так и по иным сообра- 

1) А Чи{2тег, [Че Танркей 4ез ПешсКеп АиззсВиззе5 г деп 


НЫ уп пашигузензсваНВеп Ущенк п дей фабгеш 
1908—1913. 
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жениям 1). Параллельно РАММИ работает другая организа- 
ция, которая возникла также в 1908 г. по инициативе Со- 
‘за германских инженеров и главным предметом своей 
деятельности избрала вопросы преподавания в техниче- 
ских учебных заведениях; это так называемый Германский 
комитет по делу технических школ (Рец!зсНег АиззсНизз 
г 1есви!$сВез Эспиуезеп, сокращенно РАТЗСН). Оба 
комитета работали в полном согласии; объединенные вы- 
ступления обеспечивались уже тем, что часть членов 
одного комитета входила также в состав другого. 

Что касается преподавания математики, то в этом от- 
ношении 1908 г. имел исключительное значение еще с 
другой стороны: он принес с собою решение Международ- 
ного математического конгресса в Риме организовать 
Международную комиссию по преподаванию 
математики (1п{егпаНопа]е таетанзсве Оп{егисВКот- 
пиз$1юп, сокращенно 1МОК). Основанием для этого реше- 
ния, принятого по инициативе американского математика 
Смита (О. Е. ЗтИВ), послужил тот факт, что в то время 
и вне Германии во всех культурных странах, главным обра- 
зом во Франции, Англии, Игалии и в Североамериканских 
соединенных штатах, были в ходу тенденции по реформе 
преподавания математики. Сравнительное обозрение всех 
этих тенденций, равно как и систематическое изучение 
состояния, в котором находится преподавание математики 
в отдельных странах, должно было дать школьному 
делу этих стран сильные и ценные импульсы. Организа- 
ция комиссии и руководство ее работой были поручены 
президиуму из трех лиц, в составе Ф. Клейна (председа- 
тель), Г. Грингила (С. Отгееп И—Лондон, второй председа- 
тель) и Г. Фера (Н. Рерг— Женева, генеральный секретарь). 
Для избрания Клейна решающее значение имела его дея- 
тельность по реформе математического образования, на- 
чинающаяся с 1893 г., а также его участие в многочислен- 
ных изданиях, в особенности в книге, которая в настоя- 
щем сочинении цитировалась как Клейн-Шиммак (стр. 3). 

По первоначальному замыслу область деятельности ком- 
миссии должна была охватывать преподавание математики 


т) Под этим сдержанным выраженнем Клейн явно разумеет требова- 
нип, вызванные революцией. Ред, 
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в средних учебных заведениях. Но так как самая ор- 
ганизация народного образования в различных странах 
чрезвычайно разнообразна, то скоро оказалось необхоли- 
мым изучить состояние математического образования так- 
же в школах всех других типов. Была поставлена, таким 
образом, задача изучить всю область преподавания мате- 
матики, начиная с детского сада и‹кончая высшей школой. 
Доклады, о составлении которых президиум прежде всего 
просил делегатов отдельных стран, должны были дать 
обстоятельные ответы на следующие вопросы: 

1. Каково (в соответствующей стране) современное 
состояние преподавания математики как в смысле его ор- 
ганизации, так и в отношении его целей и методов? 

2. Какие обнаруживаются в этом деле современные 
тенденции? 

Чтобы разработать эти вопросы, членам Международ- 
ной комиссии было поручено организовать в каждой 
стране подкомиссию. Германской подкомиссни, работав- 
шей под руководством Клейна, удалось в результате 
весьма сложного напряженного труда дать в длин- 
ном ряде статей полный обзор организации и методов 
преподавания математики в Германии, какого до того 


`никогда не было, а по другим предметам преподавания 


не существует и по сей день. Эти обзоры распределены 
в пять томов, которые, в свою очередь, разбиваются на 
десять частей 1). 
Дальнейший том, составленный В. Литцманом (и. Ней- 
тапп), содержит доклады и сообщения комиссии ?). В нем 
содержится ряд циркуляров президиума и доклады о 
съездах МОК, имсвшнх место в 1910 г. в Брюс- 
селе, в 1911 г. в Милане, в 1912 г, в Кэмбрилже 
и в 1914 г. в Париже. В этом издании содержатся 
сверх того две отдельные статьи, к которым мы еше 
зозвратимся ниже. Первые три тома изданий германской 
подкомиссии содержат обзоры преподавания математики 
в средних школах и научной подготовки преподаватель- 


1) АБап@ипреп 6г Феп таБетайзсвеп (луегкВе п Беиё сара, 
уегап!а55{ @игсН @ю И\цегла\юпае ша\ПетаНзене Цп(егисЫ$Кспили$юл, 
1е1р21э, ТеБпег. 

Ре, Г1еЁ2тапи, ВенсМе ип@ М!еПитяеп, уегап!а55Ё дигсН @1е 
Мегпа2юпа!е ташетацзеВе ОтиегисВ1$Котии$ оп, } 
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ского состава. Первый том посвящен Северной Германии, 
второй — Южной Германии. В третьем томе рассмотрен ряд 
отдельных вопросов. В нем помещена, между прочным, ука- 
занная уже на стр. 282 статья Г. Тимердинга (Н.Е. Титег4! п) 
о математике в учебниках физики, далее, статьи о поста- 
новке преподавания геометрического черчения, космогра- 
фни, коммерческой арифметики, истории математики и 


° философской пропедевтики в курсе математики. Психо- 


логическим основам преподавания математики посвя- 
щена монография Д. Катца под названием: „Психология 
и преподавание математики“:). Во второй половине тре- 
тьего тома В. Лорей (\\. Г.огеу) изложил историю препо- 
давания математики в университетах с начала ХХ в. 
Четвертый том содержит обзор преподавания математики 
в технических школах, а пятый посвящен постановке 
элементов математики в начальной школе и преподава- 
нию математики в педагогических учреждениях. Подроб- 
ный указатель всех статей и материалов, выпущенных 
германской подкомиссией, составили Е. и К. Керн 
(Е. ипа К. Кбгпег); он напечатан в томе „Венс№е ипа м 
{еПапсеп“, 

Помимо составления этих обзоров по постановке школь- 
ного дела в Германии на долю германской подкомис- 
сии выпала еще одна ответственная задача, С первых же 
шагов обнаружилось, что иностранные доклады нам не 
дают достаточно ясного представления об интересующих 
комиссию вопросах; это обусловливалось чрезвычайной 
запутанностью и своеобразием школьного дела в различ- 
ных странах, часто совершенно чуждыми нам особен- 
постями. Чтобы эти доклады все же имели и для нас 
стимулирующее значение, было необходимо дополнить их 
докладами, освещающими школьное дело иностранных 
государств под углом зрения германских установок. Для 
составления такого рода докладов оказали ь несбходи- 
мыми поездки за границу с целью изучения школьного 
делз на местах. Однако пследствие войны мы до сих. пор 
были в состоянии выпустить только два таких доклала: 
один, принадлежащий А. Рорбергу, относящийся к Да- 
нин, другой — обширный доклад Г. Вольфа, содержащ!.й 


1) Б. Кай2, Рзусвоое ии таетаНзсНег Ищеткы. 
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207 страниц, относящийся к Англии 1), Война положила 
этой работе конец. 

Жертвой войны, самым глубоким образом потрясшей 
большинство межлународных организаций научного и 
культурного характера, в кокце концов сделалась и Ме- 
ждународная комиссия. В 1920 г. президиум был поста- 
влен перед необходимостью озъявить комиссию распущен- 
ной. Г. Фер представил свой журнал „[`Епзе!ететел( та- 
{пётабаие“, служивший ранее официальным органом Меж- 
дународной комиссии, в распоряжение сохранившихся еще 
национальных подкомиссий, В 1920 г. он сам опубликовал 
в этом журнале заключительный доклад о деятельности 
Международной комиссии, соппокодив его подробным спи- 
ском изданий, выпущенных комиссией и ее подкомисснями. 
Из этого отчета усматриваем, чт › сыло выпущено всего 
294 работы. Из них 53 падают на Германскую подкомис- 


‚сию. Большое число предпринятых работ осталось неза- 


конченным, в частности, изготовление сводного доклада 
о методах подготовки преподавателей математики в раз- 
личных странах, 

Мы обращаемся теперь к обзору главных достиже- 
ний, которыми школьное преподавание в Германии обя- 
зано движению по реформе преподавания математики. 
Самые значительные успехи были достигнуты в этом от- 
ношении в Вюртемберге. В 1912 г. в Вюртемберге были 
введены новые программы преподавания в мужских сред- 
них учебных заведениях. Все меранские предложення, 
относящиеся к выбору материала и методике преподава- 
ния математики, получили здесь осуществление полностью. 
Приведем здесь некоторые пункты вюртембергских про- 
грамм, заслуживающие особого внимания. 

На всех ступенях преподавания должен быть предос-а- 
влен самый широкий простор наглялным представлениям. 
Через все преподавание должны проходнть сообщения 
из истории математических наук и сведения об отдель- 


В ВКовгЬегр, Пег ша(нетаНзсВе ОтщегисН!- шп Оапетатк, Рер- 
2 . 
> @. \Мо1!Е. Бег таетаНзеНе ИметюЫ: ап деп Боегеп КпаБепясНи- 
еп Еир1апдз, Герир 1915, 

Обе статьи „омещены в томе „Вейсве ипа Мщейипвеп“, но вышли: 
и отдельными изданиями, 
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ных важных проблемах. К этим историческим замечаниям 
должны примыкать сообщения философского характера. 
Учащимся необходимо разъяснять значение математики 
для других наук, особенно для естествознания, техники 
и философии. Для всех типов школ требуется введение 
исчисления бесконечно-малых как обязательного предме- 
та преподавания; в гимназиях оно ограничивается начала- 
ми диференциального исчисления. Сверх того, при срав- 
нении вюртембергских программ с обычными программами 
германских школ, особенно прусских, два обстоятельства 
резко бросаются в глаза: большое число часов, предна- 
значенныхдля математики в реальных гимназиях и в выс- 
ших реальных училищах, и усиленное внимание, уделяе- 
мое начертательной геометрии. В тесной связи с эгим 
стоит организация преподавания в высшем техническом 
училище в Штутгарте: здесь студент, окончивший Вюр- 
тембергское высшее реальное училище, не должен начи- 
нать с тех же лекций, что игимназист, и по действующим 
постановлениям может закончить свог образование в бо- 
лее короткий срок. Впрочем, внимание, уделяемое на- 
чертательной геометрин, является характерным не только 
для Вюртемберга, но и, вообще, для реальных учебных 
заведений южногерманских государств. 

Почти одновременно с Вюртембергом меняет свои 
программы в направлении меранских предложений Баден, 
где во главе реформы стояли П. Штекель (Р. $&ске!) 
и П. Трейтлейн (Р. Тгеииеп); однако здесь реформа 
проникла только в реальные гимназии. и в высшие реаль- 
ные училища. В Баварни первые высшие реальные 
училища были организованы только в 1897 г.; в этих учеб. 
ных заведениях с самого начала удалось провести в про- 
граммы преподавания тенденции реформистов. В 1914 г. в 
Баварии была реорганизована постанозка преподавания 
во всех средних учебных заведениях. Установленные в них 
в эту пору нормальные программы стоят на уровне тен- 
денцнй реформистов как в отношении методики, так и 
по прорабатываемому мате] иалу. Приходится, однако, жа- 
леть о том незначительном числе часов, которые там уде- 
ляются математике в гимназиях н в реальных гимназиях. 
Представляется весьма сом ительным, чтобы требования 
баварских программ могли быть в этих учреждениях вы- 


1 
| 
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‘олнены в сколько-нибудь удовлетворительной мере, по- 
скольку в средних и старших классах математике предоста- 
плено только по три недельных часа. 

В Пруссии развитие преподавания в средних учебных 
заведениях принимает, повиднмому, такое же направление, 
как и в Баварии. Здесь до последнего времени значи- 
тельным преобразованием могли похвалиться только жен- 
скне школы и средние школы в узком смысле этого слова. 
В Пруссии под „средними школами“ разумеют низшие 
школы повышенного типа, которые не открывают, как 
в ожногерманских государствах и в Австрии, доступа 
в высшие учебные заведення '). Эти „средние школы“ по- 
лучили новые учебные программы в 1911 г.; женские 
школы были реорганизованы в 1908 г., а затем глубоко 
преобразсваны в 1923 г. Во всех этих реорганизациях, 
в особенности при преобразовании женских школ, про- 
грессивные взгляды на реформу преподавания математики 
играли преобладающую роль. 

Дело подготовки преподаватеяей математики для 
средних учебных заведений было реорганизовано в 1917 г., 
что очень существенно. В постановлениях об испытании 
кандидатов. на учительские должности, действующих с того 
времени, от всех будущих учителей математики требуются 
некоторые познания по прикладной математике, именно, 
в области начертательной геометрии и практики вы- 
числений. 

В мужских средних школах программы преподавания, 
установленные в Пруссии в 1901 г., остались в полной 
силе до весны 1924 г. Правда, небольшое число учебных 
заведений получили. от прусского министерства просве- 
щения поручение ввести, в виде опыта, меранские про- 
граммы. Вместе стем многие учителя, несомненно, сумели и 
в рамках старых программ привести преподавание в со- 
ответствие с предложениями реформистов. Окончательная 


1) Эти „средние школы“ называются в Пруссии „Мие|зспиет“ 
в отличие от „НоНеге ЗсйшШеп” (гимназии, реальные училища), которые 
представляют собою, собственно, „средние школы в обычном значении 
этого слова, У нас в СССР последним соответствуют школы второй 
ступени и школы повышенного тнпа (рабфаки, школы крестьянской 
молодежи). Проводимый у нас пгинцип единой школы стирает принци- 
пиальное различие между низшей и средией школами; это суть только 
две стунени единой школы, Ред, 
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реорганизация мужских средних уч 
мечена на весну 1995 г. 5 учебных заведений на- 


Как предполагается провести эту реформу, прусский 


министр просвещения Бёлитц (Во?) изложил в докладной 
записке, выпущенной в свет весной 1924 г. под назва- 
нием: „Новая организация прусской средней школы“). 
Хотя в этой докладной записке программы еще нет 
но из различных указаний, которые были даны школам” 
открытым после войны, можно отчетливо видеть, что 
стремления меранской реформы получают отражение 
в средних школах Пруссии как в отношении предметов 
так и методов преподавания. Однако рассмотрение та- 
блицы, содержащей распределение преподавания по часам 
обнаруживает, что в гимназиях и реальных гимназиях 
предстоит сокращение преподавания математики и есте- 
ствознания. Число недельных часов, уделяемых в четырех 
последних классах математике, низводится до трех. В ей 
ры записке Бёлитц подкрепляет правильность той 
и зрения, что математика и естествознание мог 
уложиться в меньшее число часов, авторитетом Г. КершЕ 
штейнера (Ц. Кегзснепз{е!тег); но последний в письме к 
Клейну решительно возражает против этой точки зрения?. 
зложенные предположения относительно постановки 
ав математики в прусской средней школе 
Е р противоречии с течением, получившим 
ри Ве распространение в высших технических 
и дениях. Огромные успехи науки за последние 
сятилетия уже сами по себе требуют удлинения срока 
ый если только мы желаем, чтобы подратакее 
инженеров стояло на высоте современного 
ий ой стороны, большая к ономическия нужда, 
о реживает страна, требует ограничения школь- 
времени, насколько это только возможно. Из этих 
противоречий есть, повидимому, только один выход, 


1) Как указано в предислови 
Клейном в Свет в етим Ве НЫ сочинение выпущено 


=) „Сие Меиогпиия Чез ргеизасцеп ВОН 

. егеп $ `Пы! ы 
ыы частично во произведено в лы 
ты ид технико экономических обществ — Раз ПбНег 
гы „ ЭЧттепй редеп Фе Мепогапипр 4ез ргеизе!зсвеп ВОН ы 

\езеп“, Уепая 4ез Уегчшз Челизснег прешенге, Вей 1924, р 
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‚ именно— приведение всей постановки преподавания в выс- 


шей технической школе в соответствие не с гимназией, 
как это было до сих пор, а с другими средними учебными 
заведениями, дающими большую подготовку по математике, 
На этот О уже стала Берлинская высшая техническая 
школа. „Новые планы преподавания Берлинской высшей 
технической школы, — гласит распоряжение бывшего 
прусского мигистра народного просвещения Гениша (На- 
п13св), предполагают у поступающих хорошие познания 
по арифметике, начертательной геометрии, физике и 
химии, Для тех, подготовка которых по этим предметам 
требует еще дополнений, особенно для абитуриентов 


. гимназий и реальных гимназий, при Берлинской высшей 


технической школе будут организованы предварительные 
курсы; посещение этих курсов, нмеющих целью подгото- 
вить студентов к настоящим лекциям высшей школы, 
в надлежащих случаях необходимо весьма настойчиво 
рекомендовать“. Таким образом Берлинская высшая те»- 
ническая школа ставит курсы для начинающих на уровень 
подготовки абитуриентов высших реальных училищ. Су- 
ществовало, однако, намерение провести повсюду менее 
радикальное преподавание, именнс, поставить начальные 
курсы высших технических учебных заведений на уровень 
подготовки абитуриентов реальных гимназий. Эту о 
зрения защищает бывший профессор Данцигской высше 
технической школы Г. Аумунд, работающий в настоящее 
время в прусском министерстве просвещения; он проводит 
ее ‘в брошюре, носящей названис: „Высшие технические и 
экономические учебные заведения; меры по реформе 
высшей технической школы“ 1). Кроме упомянутого требо- 
вания оно содержит еще одно, уже приведенное в испол- 
нение; это требование заключается в том, что подготовку 
преподавателей математики для средних учебных заведений 
должны впредь взять на себя также высшие технические 
школы, 

В соответствии с этимн тенденциями высшьх техниче- 
ских учебных заведений их учебная комиссия (РАММО) 
пересмотрела меранские программы и пришла к заклю- 

1) Н, Аимипа, [4е НосизеВые #0 Тесымк ипа УливеваН, Мазз- _ 
пабтеп 241 Веюгт ет Тесви‹ Вен Носвзспшеп, Вей, Уепаз дез Уегепз 
Чеизсцег шрешецге, 1921, 
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чению, что нужно отказаться от общего уровня постановки 
математики в гимназиях и реальных гимназиях, повысив 
в последних удельный вес математики, Той же тенденции 
установить возможно лучший контакт между реальными 
школами и высшими техниче кими учебными заведениями — 


соответствует другое требование РАММИ—усилить в выс- 


ших реальных училищах и реальных гимназнях преподз- 
вание начертательной геометрии; между тем проведение 
реорганизации Бёлитца, вопреки этим стремлениям, со- 


здало бы в известной мере отрыв реальных гнмназий от 


высшей технической школы и поставило бы последние 
п необходимость ориентироваться исключительно на аби гу- 
риевтов высших реальных училищ. Если даже остано- 
виться на этой мере, то германские высшие технические 
школы в отношении уровия требований подготовки по-- 
ступающих студентов будут уступать высшим школам 
Австрии и Швейцарии. Последние требуют от поступающнх 
такой подготовки по начертательной геометрии, которая 
в школе, вообще, может быть достигнута только в не- 
сколько лет обучения при большом числе недельных часов. 

Если бы прусская реорганизация получила в этом 
виде осуществление, то это привело бы к необходимости 
увеличить срок обучения студентов, изучающих инже- 
нерные науки, примерно на два семестра, Понижение же 
требований на диплемных испытаннях при тяжелом эконо- 
мическом положении Германии и острой конкуренции, 
угрожающей ей в области техники ` со стороны других 
государств, привело бы к последствиям, которые, вообще, 
пе нуждаются в пояснениях. Для очень многих воспитан. 
ников гимназий и реальных гимназий, которые охотно 
посвятнли бы себя техническому делу, такое продление 
срока обучения было бы тягостно уже в экономическом 
отношенни. Приток абитуриентов гимназий и реальных гим- 
назий в высшие технические учебные заведения сильно бы 
понизился. Количество же высших реальных училищ 
далеко недостаточно для того, чтобы обеспечить высшим 
техническим школам такое число студентов, которое со- 
ответствует потребности промышленности и народного 
хозяйства в просвещенных инженерах. 

Таким образом предполагаемая реорганизация школь- 
иого дела в Пруссни в большой мере затруднит подго-- 
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товку квалифицированных инженеров, если большое число 
реальных гимназий не будут при этом преобразованы 
ие реальные училища. 

- "Обращансь ель к вопросу о том, что можно сказать 
о школьной реформе в Пруссии с точки зрения уни вер- 
ситетов, мы прежде всего хотели бы в этом отношении 
обратить внимание на одно обстоятельство, находящееся 
в тесной связи с теми задачами, которые преследует на- 
стоящее сочинение. Эти задачи заключаются в том, по- 
вторим `это еще раз, чтобы выяснить взаимную связь 
отдельных математических дисциплин и их отношение 
к школьной математике; в соответствии с этим все на- 
стоящее сочинение написано в убеждении, что после 
специального образования, несомненно, необходимого бу- 
дущим учителям, математические дисциплины должны быть 
им изложены именно с этой точки зрення; только этим пу- 
тем можно достигнуть того, что познания, приобретенные 
в университете, окажутся действительно полезныме 
в школе. Сачо собою разумеется, что обусловливаемые 
этим замыслом тр:бования к преподавателям математики, 
естественно, должны быть в соответствующей форме 
предъявлены и к преподавателям всех других школьных 
предметов. Если мы посмотрим, в какой мере наше совре- 
менное университетское преподавание соответствует та: 
кому требованию, то нужно будет признать ик что 
оно лишь в редких случаях с ним сообразовано. Причиной 
этого упущения, может быть, отчасти служнт то обстоя- 
тельство, что многие отдельные дисциплины, развиваются 
с необычайной быстротой; унаверситетский преподаватель 
вследствие этого часто быв.ет вынужден к узкой специа- 
лизацини предмета, и поэтому часто упускает из виду 
обзор науки в целом в том смысле, как мы об этом го- 
ворили выше. Если эта задача оказывается достаточно 
трудной даже в пределах части одной специальности, то 
тем сложнее подготовить преподавателей среднеучебных 
заведений таким образом, чтобы они были в состоянии 
выяснить учащимся отношение их специальности к другим 
отраслям знания; для университетов это почти неосуще- 
`ствимо. Между тем, именно таких преподавателей факти: 
чески требует докладная записка о школьной реформе 
в Пруссии. Так, например, согласно этой записке в высшем 
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реальном училище преподаватели немецкого и иностранных 
языков должны взять установку на специфический ха- 
рактер школ этого типа с преобладающими в них пред: 
метами—математикой и естествознанием. Между тем, та- 
кого: рода преподавание, естественно, может иметь 
ценность только в том случае, если оно во всех своих 
частях опирается на основательное знание предмета; коль 
скоро это не имеет места, преподаватель не пользуется 
доверием учеников, и вся эта тенденция теряет серьезное 
значение, Современные преподаватели языков сами спра- 
ведливо заявляют, что докладная записка требует от нях 
работы, которой они просто не в состоянии выполнить 
при полученной ими подготовке. Но и в бузущем универ- 
ситеты не будут в состоянии подготовлять преподавателей, 
‘соответствующих задачам, которые ставит докладная за- 
писка. Между тем, общее образование, которое прусская 
средняя школа после такой реорганизации будет давать 
своим абитуриентам в области математики и естество- 
знания, неизбежно окажется для поставленной пели еще 
более недостаточным, нежели до сих пор: именно, в этих 
отраслях по реформе, предполагаемой Бёлитцем, препо- 
ия О: в большей части учебных заведений сокра- 
1 или будет оставлено на 
уровне 59 у. существующем низком 
связи с позицией, которую прусская орм: - 
мает по отношению к ао ее 
естественно-научного образования, мы хотели бы указать 
на резко выраженные тенденции, направленные против 
математики ‘и проявившиеся во многи культурных госу- 
дарствах после войны. В Германии это явление привело 
к тому, что в 1920 г. все математические союзы и общества 
объединились в Общегосударственный союз германских 
математических обществ и объединений (Ке!спзуеграпа 


1) В ‘сборнике Германского союза научно-техничес 
© котором уже упоминалось на стр. 4'2, АЕ а. ен 
8 котором он сравнивает реформу Бёлитца с задачами, которые совре* 
менные условия жизни ставят университетскому преподаванию. Помимо 
указанных выше сомнений, Клейн подчеркивает еще против речне, 
* котором прусская реформа стоит к шим общеимпереким поста» 
ео ы ры ЕЕ. Эти постановления предъявляют 
о ра ествознанию более высокие требования, 
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Чешзспег тафетаНзснег СезеЙзсвацеп ип@ Уегете) дия 
совместной защиты интересов математики. 

Эта враждебность к математике часто проявляется 
в кругах, имеющих одностороннюю яитературно-эстетиче- 
скую установку, и является практическим последствием 
всякого чисто интеллектуального образования. Между тем, 
в основе этого явления, повидимому, лежит грубое не- 
знание действительного положения дела. Математика, ко- 
нечно, не занимается вопросами этики, но именно благо- 
даря этому она не может давать на вопросы о нрав- 
ственности неправильные и скользкие ответы, какие мы 
часто встречаем в литературных произведениях; она не 
может подобно многим явлениям общественной жизни 
возбуждать в юношеской душе превратные и вредные 
представления о том, что правильно или неправильно. 
Причину интеллектуализма, действительно вызывающего 
отвращение (при котором острый ум часто соединяется 
со злобой, недомыслием, индиферентностью и цинизмом 
в вопросах морали), нужно, конечно, искать в других 
фактах, а не в том, что подрастающее поколение слишком 
много учится математике. С другой же стороны, воспи- 
тание, связанное с хорошим математическим образованием, 
дающее сильную дисциплину ума и склонность к фактиче- 
ским суждениям, в настоящее время необходимо нашему 
юношеству более, чем когда-либо, так как в наши дни 
во всех отраслях общественной жизни царит глубокое 
смятение 1). 

Круги, враждебные математике, совершенно игнорируют 
также значение математики в общей культуре челове- 
чества. „Мы должны работать над тем, — говорит Клейн 
в лекции по подготовке преподавателей, —чтобы со- 
здать действительную, положительную связь 


1) Все это скользкое рассуждение носит ярко выраженный отпеча- 
ток мировоззрения герма ских консерваторов, к которым при всей силе 
к оригинальности своего ума все же принадлежал Ф. Клейн, вероятно, 
принадлежал и его сотрудник Ф. Зейфарт, Вряд ли может быть сомие- 
ине в том, что под „явлениями общественной жизни, гозбуждающими 
в юношеской душе превратнье и вредные прелставления о том, что 
правильно и что неправильно“, автор разумеет настроения реголюционного 
германского пролетариата. Нет нужды здесь вступать с ннм в полемику. 
Во всей этой тираде действительно справелливо лишь то, что, конечно, 
ве в нэбытке школьной математики коренятся источники таких настроений, 


27 х. Клейн. Элементарная математика, 
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между теоретической наукой и всем тем, что 
движет современную жизнь. И мне кажется, что 
в этом отношении на математика выпадает особенно 
важная задача. В противоположность другим наукам, ма- 
тематика основана не на одном единственном периоде 
истории человечества, она сопровождала развитие куль- 
туры на всех ее ступенях. Математика также сращена 
с эллинским образованием, как и с самыми современными 
задачами инженерного дела; она не только протягивает 
руку развертывающемуся естествознанию, но принимает 
Одновременно участие и в абстрактных исследованиях 
логиков и философов. Соответственно этому наша осо. 
бенная задача должна была бы заключаться в том, чтобы 
растить в окружающей нас среде убеждение в солидар- 
ности всех высших научных интересов“ 1), 


1) Эта цитата заимствована из статьи „Пе Апюсдетипреп 4ег препеиие 
ипа Фе АизЬПацие 4ег пза(пета{зснеп [ейгап!з КапаЧаей“, Лекция, про 
читанная в Ганноверском математическом обществе 20 апреля 1896 г. 
Напечатано в издании ЕР. К|е!п ипа Е. В!еске, ОБег апвеуапе 
Маетанк ипа Рнуяк п тег ры В г 4еп ОщетсМ ав 4еп 
ВбНс гоп сншеп, Гефрае 1900 (стр. 222 —228). 
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ИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ 0 МАТЕМАТИЧЕСКОЙ И 
ее А ТИЧЕСКОЙ ЛИТЕРАТУРЕ 


елаем здесь краткий обзор литературы, соот- 
Е ны тенденциям настоящего 
сочинения, но в тексте еще не упомянутой. На исчерпы- 
вающую полноту этот обзор ни в каком отношении не 
претендует; напротив, мн старались привести здесь пре- 
имущественно такие сочинения, которые, в свою очередь, 
содержат более обширные литературные указания. _ 
Самым обширным и исчерпывающим сочинением, у 
торое излагает историческое развитие математически 
наук примерно до 1800 г. во всем их объеме, мет 
история математики М. Кантора (М. Сашог) в четыре 
Е е всего 
Углубленное историческое исследование, прежд = 
критические изыскания шведского историка и математ 
Энестрёма (©. Епез бт), изложение которых мы ВИОЛА 
в журнале „В!Ь!оеса Мафета{са“, обнаружили, что ща 
воды Кантора во многих деталях должны быть призна : 
правильными. Самый журнал „В!БНо!еса МашетаНса“, по 
священный истории математики, был основан Энестрёмом 
в 1884 г.; он же и руководил этим изданием, те 
существование не прекратилось вследствие войны. ее 
тическая работа Энестрёма в полной мере де 
втором издании „Истории элементарной обра 
И. Тропфке (1. ТгорЖе), на которую мы уже не раз с и 
лались в тексте. Правда, под элементарной математик ы 
Тропфке разумеет только традицнонный материал, ря 
на составляющий предмет преподавания в средней школе; 
в историческое развитие идей, которыми этот материал 


1) М. Сапог, безсмеме 4ег Майнетани, Ва. 1, 3 Азй., 1907; 
Ва. 1 2 АцН.; перепечатано в 1913 г, а. Ш, 2 Аый,, 1901; 
ва. |У; вовое стереотипное издание 1924 г, 1е!рив, Тепбпег, 


27“ 
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пронизывают тенденции реформы, он не входит, Гораздо 
больше выявляет ход развития математики и ее связь 
с общей культурой Максе Симон (Мах Зипоп) в своей 
„Истории математики в древности в связи с историей 
античной культуры“ 1). 

Но наиболее ценным трудом этого рода является 
статья Г. Цейтена (Н. С. 2еш еп) „Математика в древности 
и в средние века“, помещенная в коллективном издании 
„Современная культура“ *); тому же автору принадлежат 
также многочисленные монографии и отдельные издания 
по тому же предмету. По ХУ!—ХУШ столетиям историю 
математики для того же коллективного издания должен 
был написать П. Штекель (Р. $48ске!). К сожалению, он 
преждевременно скончался; заместителя же ему разыскать 
не удалось. Вследствие того, что выпала эта статья, изло- 
жение истории математики в ХХ столетии, представляю- 
щей особенные трудности, уже не было возможности 
организовать. 

Ответить на вопросы философского характера имеют 
в виду две монографии А. Фосса (А. \Уозз): „О сущности 
математики“ и „О математическом познании“ 3). Последняя 
также помещена в издании „Современная культура“. 

Две другие статьи того же коллективного издания 
имеют целью провести в широкие круги понимание той 
роли, которую математика занимает в общих основах 
нашей культуры. Первая из них, касающаяся, собственно, 
отношения математики ко всей культуре, также при- 
надлежит Фоссу, вторая принадлежит Г. Тимердингу и 
трактует об исторни математическото образования в самом 
широком смысле этого слова“). 


1) М. $1 топ, СезсысШе 4ег Маетацк 4ез АЦецитз 1 УегЫт@ 
ми апикег КиНигрезсшеМе, ВеШп, В. Саззтег, 1909. т 
) Н. 6. Денц4&Веп, Машешанк 11 АНецит ио@ ии МшааЦег. 
„Кийиг 4ег Седепмаг“, Гераю, Тецбяег, 1912. См. также русский 
перевод книги Цейтена под тем же названием изд. ГТТИ 1932 г. 
бы ) А. Уозз, ОБег 4аз \Уезеп Чет МаНетачк, 3 Аий,, Герай 1923. 
г 41е та{петанзсье Егкеппшив, Герая 1914. Первая книга имеется 
Ее ыы переводе; она глубоко проникнута ндеалистическими построе- 
р ву С г > НЫ асе и 2мг КиКиг 4ег бевепуаг(. 
Е, пр, Ге Уейхе епза15 155еп 
ша(Веша{ снег дона, ера 1914. - ме 
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Богатым источником исторических сведений, главным 
образом о математике ХХ в., служит „Энциклопедия ма- 
тематических наук“, выпуски которой выходят с 1898 г. 
в издании Тейбнера в Лейпциге. Идея этого превосход- 
ного начинания чрезвычайно большого значения возникла 
у Ф. Клейна, Г. Вебера и Ф. Майера в 1894 г. во время 
совместного путешествия по Гарцу. Осуществление ` его 
сделалось возможным, когда была обеспечена поддержка 
германских академий. В семи томах, распадающихся на 
отдельные части, „Энциклопедия“ должна была дать общее 
изложение математических наук и их важнейших прило- 
жений в сжатой форме, пригодной для быстрой ориенти- 
ровки, но в то же время с возможно большей полнотой; 
тщательно подобранные литературные указания дают 
полную картину о ходе развития математических методов 
с начала ХХ столетия. Общие сведения об осуществле- 
нии этого начинания мы находим во вводной статье Дика 
(У. Буск), предпосланной первому тому „Энциклопедии“ 
(1904 г.). Области аягебры, арифметики и анализа, которым 
посвящен настоящий том нашей книги, разработаны 
в первых двух томах „Энциклопедии“; как и все издание, 
они близки к завершению. На различные статьи этих 
томов нам уже не раз приходилось ссылаться в тексте. 
Особенно отметим статью А. Прингсгейма (А. Рипезнейт) 
об иррациональных числах и сходящихся последова- 
тельностях (1898 г.); впрочем, этот материал получил 
более систематическую обработку в первом томе сочи- 
нения Прингсгейма „Учение о числах и функциях" 1). Упо- 
мянем еще раз, что очень целесообразно рядом с немецким 
изданием „Энциклопедии“ пользоваться и французским, 
так как многие французские статьи появились значительно 
позже, а потому часто отличаются большей полнотой. 
Седьмой том „Энциклопедии“ должен был быть посвящен 
истории, философни и дидактике математических наук, 
однако неблагоприятные условия времени не дали воз- 
можности издать этот дополнительный том. 

В третьем томе „Энциклопедии“ помещены три статьн, 
посвященные элементарной геометрии--Зоммера (Зотитег), 
Захариаса (Гаснаназ) и Беркгана (Вегквап); между тем, _ 

1) А. РиипрзНе! м, УоЦезипеей в5ег ПаНеп- па РипкНопеп” 
пеопе, 2 Аий., 1е1рир 1923. . 


< 
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нашим трем великим А (арифметика, алгебра, анализ) 
соответствующих элементарных статей не посвящено. 
Они обработаны в „Энциклопедии элементарной матема- 
тики“ Вебера и Вельштейна, на которую мы не раз 
давали указания в тексте. Этот том появился в 1922 г. 
в четвертом издании; оно выпущено в свет П. Эпштейном 
(Р. Ер&ет) и по сравнению с предыдущими изданиями 
во многих отношениях переработано и дополнено. По 
своему характеру это новое издание, может быть, даже 
более предыдущего отличается от настоящего курса, Оно 
содержит снстематическое построение элементарной ма- 
тематики с подробным выяснением понятий, лежащих 
в ее основе. Взгляд Эпштейна на элементарную математику 
не покрывается тем, что под этим разумеют в школе. 
„Элементарно“ означает для него не то, что просто и 
легко доступно; элементарная математика для Эпштейна 
есть основа высшей. Таким образом мы находим в его 
книге подробные отвлеченные рассуждення относительно 
понятий о числе, о пределах — вопросы теории чисел 
ит, п.; между тем, началам исчисления бесконечно-малых, 
сторонником введения которых автор и сам является, он 
не уделяет внимання. 

ратимся теперь к сочинениям, которые разрабатывают 
вопросы элементарной математики. Здесь мы прежде все- 
го должны указать на „Энциклопедию преподавания ма- 
тематики“ — совокупность изданий 1МОК и ее нацио- 
нальных подкомиссий. В сочинениях 1МОК содержится 
огромный материал, богагый педагогическим опытом и 
дидактическими познаниями. Упомянутый уже общий 
указатель, составленный Е. и К. Кернер, дает возможность 
легко ориентироваться в десяти частях „Трудов и сооб- 
‚ щений“” немецкой подкомиссии (стр. 408). К педагоги 
ческому сочинению Макса Симона, на которое мы уже’ 
указывали в начале книги (стр. 6), мы должны еще при- 
соединить „Дидактику“ Гёфлера и „Методику препода- 
вания математики“ Литцмана 1). В методике Литцмана уже 
получили отражение все работы 1МОК и РАММЦ. Первый 
том рассматривает организацию и технику преподавания 
1) А. НоНег, О!4акиК 4ез татетаНзсвеп (ицегисв(з, Герае 1910. 


\. 11е17 тапп, Мешок 4ез та 
Герая 1919; ВЯ. П, АчЙ. 1923; Ва. Ш, ”- В 
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математики. Третий том, в котором методически разра- 
батываются прикладная математика и философская ее 
сторона, только что вышел в свет. Первый том сочинения 
Литцмана дает достаточные сведения о многочисленных 
учебниках по математике для средних школ, которые от- 
разили идеи реформационного движения. 

Мы обращаемся теперь к литературе, относящейся 
к некоторым отдельным вопросам особой важности. Здесь 
мы, в первую очередь, должны остановиться на проблеме 
обоснования арифметики, которая в последние годы выдвн- 
нута на первый план научных интересов благодаря ра- 
ботам Л. Броуэра (Вгои\ег), Д. Гильберта (О. НИБей) и 
Г. Вейля (Н. \еу!). Дополнительно к тому, что изложено 
по этому вопросу в начале настоящих лекций (стр.13 и сл.), 
прежде всего вужно указать на исследования Г. Фреге 
(О. Егеве) и Б. Рёсселя (В. Киззе!). 

Первое сочинение Фреге появилось в 1884 г. под назва- 
нием: „Основы арифметики. Логико-математическое иссле- 
дование о понятии числа“ 1), 

В первых гдавах этого сочинения, написанных доступно 
и очень интересно, Фреге подвергает обстоятельной 
критике различные взгляды, которые мы находим у Лейб- 
ница, Канта, Ганкеля, Милля и др. относительно понятия 
о количестве, относительно природы математических 
аксиом, относительно понятия единого и единицы. По- 
следние главы, также доступно изложенные, содержат 
собственные исследования Фреге относительно обосно- 
вания арифметики. Эти исследования развиты и усовер- 
шенствованы в главном сочинении Фреге в его двухтомной 
книге „Основные законы арифметики“ °). Это сочинение 
написано в большей своей части в особой символике, 
изобретенной автором. Хотя эта символика преследует 
ту же самую цель, что и идеография Пеано, о которой 
мы упоминали на стр. 16, но внешне она существенно 
отличается от последней. Сверх того, книга Фреге содержит 
еще обширные критические рассуждения о различных 
теориях иррациональных чисел, доступные без ознакомле- 


1) 0. Ргере, Ге Отшиадеп дег Ат тенк. Еше юр15сй-та(Не- 
паНзсве Отегзискишя Бег еп ВериН 4ег аш, ВгеЗам 1884. 
2) Ч. Егере, Ою Огипарезейяе 4ег Агинтенк, В“. Т, 1893; ВЧ. И, 


фепа, Н. Роме, 1903, 
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ния с его символикой. Цель Фреге заключается в том, 
чтобы свести предложения и понятия арифметики к логике; 
последнюю он понимает значительно шире классической 
логики. С его точки зрения арифметика представляет 
только широко развернутую логику, а счет есть не что 
иное, как ряд умозаключений. Но в то же время Фреге 
` относится совершенно отрицательно к чисто формальным 
теориям арифметики, по которым числа представляют 
собой ничего не означающие знаки, подвергающиеся 
только условно установленным правилам действий. По- 
следнюю ‘точку зрения он отвергает еще и потому, что 
она устанавливает непроходимую пропасть межлу Нл 
метическими соотношениями и их применениями. С его 
точки зрения арифметические равенства, поскольку они 
должны получать применение, необходимо должны иметь 
внутреннее содержание; и в этом значении числовых знаков 
должны находить свое обоснование и правила арифметики. 
Искусственного расщепления проблемы об основании 
арифметики надве части, нменно на доказательство отсут- 
ствия противоречия и установление ее применимости, мы 
у него не находим. Он считает, что отсутствие противоречия 
уже доказано, коль скоро удается чисто логически выра- 
зить арифметические предложения. Однако незадолго до 
окончания своего главного труда Фреге под влиянием 
Рёсселя пришел к заключению, что и логике нельзя при- 
писать абсолютно достоверного значения. Понятие о ко- 
личестве Фреге сводит к „множеству“ или, как он предпо- 
читает говорить, „к объему понятия“; но, как известно, 
неограниченное применение понятия о множестве при- 
водит к трудностям, которые под названием „парадоксов 
учения о множестве“ играют большую роль в философско- 
математической литературе последних десятилетий. Воз- 
никновение этих противоречий поставило под вопрос 
возможность чисто логической теории арифметики, к ко- 
торой стремился Фреге. Спасти такую теорию прежде 
всего стремятся два английских математика В. Рёссель н 
А. Уайтхед (А. М. \У/нНевеач). Следующие их сочинения, 
преследующие эту цель, имеют во взаимной их сфере 
наибольшее значение. 

а 'Тпе рипс!р!ез оГ ша{ета#с$, СатЬнаве, 
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2. А. №. МВ ЦенеаЧ апа В. Киззе!, Рнпера Ма- 
{ПетаНса, СатЬчаве, 1910—1913 (три тома). 

3. В. Киззе|, шгодисвоп 0 тафетайса! р—Иозорну, 
1.оп4оп 2 е4. 1920 [немецкий перевод, сделанный Е. И. 
Гумбелем (Е; 1. битЪе!) и В. Гордоном (\. Сог4оп), вы- 
пущен в 1923 г. в Мюнхене]. 

Рёссель пытается разрешить парадоксы учения о мно- 
жествах при помощи теорни, которую он называет уче- 
нием о типах. Согласно этому учению ‘источником 
противоречий, возникающих в теории множеств, служит 
то обстоятельство, что мы пользуемся „неоднородными“ 
множествами. Под таковыми он разумеет такие множества, 
элементами которых являются объекты различных логи- 
ческих типов. Таким „неоднородным“ множеством яв- 
ляется, например, множество всех вещей. Это множество 
должно было бы содержать в качестве элементов кон- 
кретные вещи, множества конкретных вещей соотношения 
и свойства таких вещей, представления о них и т. д. Но 
по Рёсселю множества конкретных вещей принадлежат 
не тому типу, к которому относятся соотношения между 
ними. Очень запутанное учение о типах в связном виде 
изложено в сочинении „Рипс!р!а Маета#са“, в назван- 
ном же выше „введении“ Рёссель уделяет ему мало места. 
Самостоятельную обработку этого учения содержит гет- 
тингенская диссертация Г. Бемана (Н. Вейтапп); это со- 
чинение имеется в двух машинописных экземплярах, из 
которых один находится в геттингенской университетской 
библиотеке, а другой в Берлинской государственной биб- 
лиотеке 1). 

Однако отнюдь нельзя сказать, чтобы усовершенство- 
ванное теорией типов сведение математики к логике по- 
лучило всеобщее признание; так Л. Броуэр и Г. Вейль 
являются представителями других воззрений на этот 
предмет, которые во многих отмошениях расходятся со 
взглядами Рёсселя и Фреге. С точки зрения этих иссле- 
дователей задача заключается не в логическом обосно- 
вании арифметики, а в математическом обосновании ло- 
гики. „Логика покоится на математике, а не наоборот“, 

1) Н. Вентапл, О АпИповиусп 4ег Мендещевге цл4 ге Ачйозии8 
Чигсп Че Тнеопеп уой Киз5е! ил \УпНеНеаа. 
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говорит Броуэр. в своей работе, носящей название „Интуи- 
ционистское учение о множествах“ 1). 

В то время как у Фреге и Рёсселя натуральное число 
определяется с помощью понятия о множестве, у Броуэра 
и у Вейля представление о натуральном ряде чисел есть 
последняя исходная основа математического мышления, 
„множество“ же есть уже понятие производное. У Броуэра 
и у Вейля в основе самого определения множества лежит 
понятие о натуральном ряде как заданное интуитивно. 
Из работ Вейля, относящихся к этому предмету, отметим 
его лекции, опубликованные в 1931 г. под названием 
„О новом кризисе в деле обоснования математики“ 9 

Но при дальнейшей обработке теории Броуэра и Вейля 
также обнаружились затруднения. Оказывается, между 
прочим, что с их точки зрения один из наиболее пло- 
дотворных приемов в анализе, именно применение пред- 
ложения, что каждое ограниченное множество вещест- 
венных чисел имеет верхнюю границу, должен быть уст- 
ранен, так как это предложение не может быть обосно- 
вано. 

Против такого рода выступлений, имеющих угрожаю- 
щее значение для больших отделов анализа, которые до 
настоящего времени считались строго обоснованными, 
направлены новейшие исследования Гильберта. Эти работы 
представляют собой развитие идей, которые он изложил 
в 1904 г. на конгрессе в Г ейдельберге; они также были 
уже вкратце охарактеризованы на стр. 18. Их цель за- 
ключается в том, чтобы доказать отсутствие противоре- 
чия в арифметических аксиомах как таковых. Сущность 
своих взглядов Гильберт со всей определенностью из- 
ложил в 1922 г. в докладе „Об основаниях математики“, 
прочитанном им на собрании естествоиспытатедей в Лейп- 
циге 3). Он хочет категорически устранить все сомнения 
относительно достоверности математических умозаклю- 


#) .. Вгожег, шыНюпёНзсве Мепрешевге, ‚авгезБецсНЕ Чег Бен. 
зспеп МашетаЦКегуегеп опр“, ВА. 28, 1920, С 19.4 г. Брауэр публи- 
кует в журнале „Машетайзсне Аппа[еп“ ряд статей, имеющих целью 

азвернуть учение о множествах.с точки зрения интуиционистов. 

г НН е т Оерег @е пеце Стипа]арепкизе дет а{Петайк, „Мае- 
тафзене 2еНзсрт(*, ВЧ. 10, 1921. 

') Доклад напечатан в „Ма{нетасНе Аппа!еп“, В4. 88, 1922. 
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чений. На стр. 19 была высказана мысль, что такого рода 


. задача чисто логическими средствами, без некоторого 


минимума наглядных представлений, невыполнима. В пол- 
ном согласии с этим находится и основная мысль Гиль- 
берта; она заключается в том, что отсутствие противо- 
речий ряда положений должно всегда устанавливаться 
путем созерцания конечных множеств. Из отно- щейся 
сюда литературы, кроме упомянутого выше доклада, ука- 
жем еще следующие работы: 

1. О. НИБегь МеиБертапанптя ег МафетаНК, „АБпапа- 
шпдеп аиз дет МафешаНзсвеп Зепупаг Чег НатБиге1- 
зспеп ШгиуегзИа+. 

2. Р. Вегпауз, П!е Вейешипте НИБецз г @е Рыио- 
зорШше ег МашештаНк; „НИБен-Еезспнй“ 4ег „Машг- 
\1ззепзспаНеп“, 1922. | 

3. Р. Вегпауз, ОБег НИБейв Сефапкеп гиг Огипа- 
евипя 4ег АгИвтенК, „]абтезБенсве 4ег ОещзсКеп МаНетл- 
Чкегуегеиеипр, Ва. З1, 1921. 

4. \!. Аскегтаппи, Везтйп4ипя 4ез „ТегНит поп 4а- 
фиг“ 011$ ег НИБензсНеп Тнеоце 4ег. УЛ егзргисйзйе1- 
Бей „МафетаНзсне Аппа[еп“, 1995, 

Подробное изложение разнообразных воззрений, царя- 
щих в современных исследованиях по основам математики, 
можно найти во втором издании сочинения Френкеля 
„Введение в учение о множествах“ 1). Укажем еще на 
относящиеся к этому вопросу работы М. Паша (М. Разсв), 
из которых мы здесь назовем две: 

1. М. РазсрЬ, Пег Огзргапа 4ез Ра Ъевт!, Т. 1 
„АгсШу ег Матет. ипа Рнуз!к“, Ва. 28, 1919. Т. П „Мае- 
таНзспе СеНзевин“, Ва. 11, 1921, 

2. М. Разсн, ВемасНипееп 2иг Вертйп4ипр Чег Мае- 
танк, „МаешаНзсне 2ейзсвин“, Ва. 20, 1924. 

В качестве хорошего введения в круг идей, связанных 
с работой Дедекинда „Что такое числа и что они озна- 
чают“ (стр. 17 настоящего сочинения), укажем еще на всту- 
пительную лекцию Г. Гессенберга „О значении чисел“ #. 


1) А. Ргапке!, Вш@голе п 4 Мепрешеве, Вега 1923 
Ср. также статью Н. \Уеу|, ЕВЕ зи Напрёргоетеп 4ег 
Машетани, „Ма'Ветайесне 2еизсьнИ“, Ва. 20, 1924. 

*) В. Неззептьегр, Уот Зшп 4ег ХаШеп, Герая 1922. 
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Эта лекция, предназначенная для широкого круга чи- 
тателей, написана с большой простотой и живостью. 

Мы переходим теперь к вопросу, какую позицию 
нужно занять в школьном преподавании по отношению 
к этим новым исследованиям в области оснований мате- 
° матики. Очень интересно выслушать по этому вопросу 
мнение одного из наиболее выдающихся исследователей 
в этой области. Уайтхед, сотрудник Рёсселя, посвятил 
этому вопросу статью, помещенную в 1913 г. в журнале 
„Епзеюпетеп{ Маша! аие“ под названием „Основы ма- 
тематики в элементарном преподавании“ 1). 

Для него целью математического образования является 
воспнтание логической строгости мысли; однако он счи- 
тает нелепым требовать от ученика в начале обучения 
той же тщательности логического суждения, как и в конце 
его. Способность к ясному логическому мышлению долж- 
на развиваться постепенно. Было бы педагогической 
ошибкой начинать обучение с последних достижений 
научного процесса, именно, с основных понятий в их 
утонченной, расчлененной и наиболее общей форме. Ло- 
гическая точность для Уайтхеда есть совершенная раз- 
работка всех логических шагов в ходе доказательства, 
Установить из теоретических соображений строгую гра- 
ницу между степенью логической точности (в этом по- 
рядке идей было бы, может быть, отчетливее сказать 
„логической атомистики“), которая необходима для со- 
временного логического исследования, и той строгости 
мысли, которая в большинстве случаев достаточна для прак- 
тических целей, включая сюда и дело преподавания, — 
задача совершенно невыполнимая. Это — вопрос психо- 
логии, который должен разрешаться экспериментально. 
Эти взгляды по существу вполне совпадают с воззре- 
ниями, изложенными в тексте на стр. 399— 400. 

Из сочинений, которые оспаривают эту логистику в 
педагогическом деле, которые борются с тенденциями 
к систематической или даже аксиоматической постановке 
начального обучения, которые настаивают на необходи- 
мости психологической установки учителя, назовем сле- 
дующие. 

1) А. МНЕ(енеаа, ТНе рипсез 01 ша{Нешацс$ 1 гейаНоц 10 ее- 
тешагу 1еасН тя. 
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1. Упомянутая уже книга, появившаяся в продаже, 
1МОК, 0. Ка+2, Рэуспоов4е пп та ешайзсНег ОтегисНи. 

2. В. Вгап! ога, Вегас ипаеп Бег ша ета сне Е!- 
иенипя уот Кшаегвацел 6$ 2иг Ци уегз На, [.р2, 1913. 

Для самого учителя является, конечно, очень ценным, 
чтобы не сказать необходимым, углубленное знакомство 
с аксиоматикой. Но нельзя недооценивать и опасность, 
которая, как указывает опыт, проистекает из односто- 
ронних занятий аксиоматикой и от пренебрежения к изу- 
чению более наглядных математических дисциплин фак- 
тического свойства. Преподаватель, оставляющий универ- 
ситет с преобладающим перевесом абстрактной установки, 
утративший в себе интерес к более простым и нагляд- 
ным вопросам математики, часто не бывает в состоянии 
при своей аксиоматической подготовке проявить необ- 
ходимую готовность подчиниться в своей педагогической 
деятельности психологической необходимости, и часто 
результатом его педагогических устремлений является 
полная неудача. Вряд ли может подлежать сомнению, что 
современное университетское преподавание чистой мате- 
матики не соответствует нуждам школы. Помимо общего 
устремления в область основ математики, проникновение 
в курсы анализа учения о множествах грозит в настоя- 
щее время более, чем когда-либо, углубить пропасть 
между университетом и школой. В какой мере в по- 
следнее десятилетие преобразился курс анализа под 
влиянием абстрактных рассуждений учения о множествах, 
об этом свидетельствует книга Каратеодори „Функции 
вещественной переменной“, упомянутая уже на стр. 399 
книга Гана и принадлежащая А. Розенталю статья о функ- 
циях вещественной переменной 1). 

Эта роль теории множеств начинается с появлением 
„Курса анализа“ К. Жордана *) и особенно поддержива- 
ется первыми тремя изданиями учебника, принадлежа- 
щего бельгийскому математику де-ля-Вале Пуссену 3). ` 


1) Сага{Нёодогу, Кее!е ЕипкНовеп, Ге1раф 1913: А. Возеп{- 
Ва|, КееЙе РипК#юпеп, „Еп2укораае 4. Маф, \/5$.", Ва. И, 3, № 7, 1924. 
С. Тог4ап, Сошз @4’апа!узе, Рапз 1893; в последние годы 
вышло а 3-е издание этого курса. 
3) Бе-1!а-\Уа!16е Роцзз{1, Сошз 4’апа!узе та ётацчие, &. Г, 
Ранз 1903; 4. И З-ёте 64. 1914. Первый том вышел в русском переводе. 
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Вопрос о строгости математического обучения прежде 
всего дискутировался по отношению к исчислению бес- 
конечно-малых. Относительно геометрии этот вопрос 
подвергся тщательному обсуждению на съезде 1МОК в 
1911 г.; по отношению к исчислению бесконечно-малых 
тот же вопрос обсуждался на парижском съездев 1914 г. 
Доклады 06 этих съездах можно найти в рнале 
„Визещпетеп! Май6таНаце“ соответственно за 1911 г. 
и за 1914 г., т. 16, Особенного внимания заслуживает в 
последнем томе доклад М. Беке „О результатах, полу- 
ченных при введении диференциального и интегрального 
исчислений в старших классах средних учебных заведе- 
ний“ 1 

те доклад помещен также в указанном на стр. 407 
томе „Вейсше ип М!еНипоеп*“ ТМОК. Неоднократно 
преподаватели высших учебных заведений возражали 
против введения диференциального и интегрального ис- 
числений в среднюю школу, мотивируя это тем, что 
строгая постановка этих предметов в школе невозможна, 
нестрогая же бесполезна, даже вредна. В основе эгой 
точки зрения лежит недоразумение, заключающееся в 
том, будто в школе предполагается систематический курс 
‘исчисления бесконечно-малых. Это ясно выражено в вы- 
‘ступлениях Стюди (З4и4у), который вначале выступил 
в качестве решительного противника этой реформы, но 
затем высказался следующим образом ?): „Если я должен 
вследствие этого притти к заключению, что хорошие 
результаты, будто бы полученные на практике повсюду 
при введении преподавания спорного предмета, основаны 
на самообмане преподавателей, относящихся к делу недо- 
статочно критически, если я вследствие этого должен 
отклонить систематическое преподавание в школе ди- 
ференциального и интегрального исчислений, то я не хочу 
этим сказать, что о такого рода вещах совершенно не долж- 
но быть речи в школе. Тенденции реформистов, на мой 
взгляд, содержат в себе соверщенно здоровое ядро; их 


1) М. Е, Веске, Зиг 1ез гёзиНа! оБепи$ Чапз РнитодисНоп Чи са|- 
сш А гепе! е! ниерга| Чапз |ез <аззез зирёпеигез Че ['епзе1рпетели! 


зесопаа!ге. 
8) „ХейзсьийЙ 1аг ташетацзсвей ипа паигуззепзсНаН Ней Ощег- 
исНё“, 1909, стр. 68 и сл, 
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можно было бы всемерно приветствовать, если бы они, 
как это обычно бывает в такого рода случаях, не шли 
дальше цели. Ведь школа вовсе не представляет собой 
прежде всего учреждения для подготовки учителей-спе- 
циалистов; ученики имеют полное право на то, чтобы 
получать о результатах и приложениях нашей науки та- 
кие сведения, которые, с одной стороны, вполне доступны 
их пониманию, а с другой стороны, могут быть им сво- 
бодно сообщены в отведенное для математики время. 
Если, например, сведення по аналитической” геометрии 
даются при изложении законов падения тяжелых тел или 
при иных простых и конкретных примерах, при которых 
упомянутые трудности еще не возникают, если сообща- 
ются основные понятия исчисления бесконечно-малых, 
даже с соответствующим знакоположением, если при 
этом исключаются неправильные или недоступные уче- 
нику обобщения, если, наконец, все это делается всякий 
раз по подходящим поводам, то в этом, на мой взгляд, 
нет вредного предвосхищения задач университетского 
образования. Напротив того, интересы учащихся этим 
путем активно возбуждаются к образованию необходн- 
мых и важных научных понятий. Многое практически 
полезное можно с успехом показать при помощи графи- 
ческого изображения функциональной зависимости“. Эти 
взгляды, конечно, хорошо согласуются с тенденциями 
реформы, изложенными в тексте на стр. 332. 
Отрицательное отношение многих преподавателей 
высших учебных заведений к введению исчисления бес- 
конечно-малых в среднюю школу питается еще тем об- 
стоятельством, что появляющиеся время от времени 
статьи преподавателей этих школ часто обнаруживают 
отсутствие ясности в понимании основных понятий этого 
исчисления. Хорошим примером такой публикации может 
служить появившаяся в Штеттине книга, принадлежащая 
А. Келлеру и претендующая даже на руководящее зна- 
чение для преподавателей математики *). В третьей части 
этой книги на стр. 91 автор начинает изложение дифе- 
ренциального исчисления параграфом о дробях вида °/.. 


1) А. Ко ег, Мено@свег Равгег ипа ВайвеБег Ни Чеп ша(Вета- 
Чзсвеп УтёегисвЕ, 
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Здесь автор различает два вида нулей. Приведем соот- 
ветствующие преддожения дословно: 

а) „Абсолютный нуль, т. е. действительное 
ничто; такой нуль получается, например, при полном 
отнимании отрезка, вообще при отнимании какого-либо 
предмета“. 

в) „Относительный нуль, т.е. бесконечно ма- 
лая величина; она равна нулю по сравнению 
(относительно) с конечной величиной, Она полу- 
чается, например, в том случае, когда мы берем треть 
отрезка, затем рее этого нового отрезка и продолжа- 
ем этот прием бесчисленное множество раз“. 

„При производстве деления, повторяемого бесчис- 
ленное множество раз, получается относительный нуль 
№; при повторном делении получается новый относитель- 
ный нуль №, причем 


1 
№. == з М. 


Таким образом не все относительные нули равны ме- 
жду собой“. 

„Дробь } при относительном понимании нулей мо- 
жет иметь совершенно различные заачения, смотря по 
величине отдельных нулей“. 

Из последнего утверждения совершенно ясно, что от- 
носительные нули, как их понимает автор, представляют 
собой вид неархимедовых бесконечно-малых. Главная: за- 
дача диференциального исчисления есть для него введе- 
ние в изучение такого рода бесконечно:малых. Его пред- 
ложение заключается в том, чтобы обучение диференци- 
альному исчислению начинать с непосредственных дей- 
ствий над этими бесконечно-малыми величинами 4х, не 
прибегая к „проходному паспорту“ в виде Дх и без „щлаг- 
баума теории пределов“. „Так дело идет очень хорошо, — 
говорит автор, — без формализма таинственной теории 
пределов учащиеся проще и естественнее осваиваются с 
областью бесконечного“, 

В установившемся ныне математическом анализе под 
бесконечно-малой величиной разумеют совершенно не то, 
что предлагает этот советчик-методист, именно пе ре- 
менную величину, стремящуюся к нулю. Говоря о 
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порядке бесконечно-малой, имеют в виду только устано- 
вить относительную степень приближения этой величины 
к нулю. Понятие о пределе лежит уже в основе опреде- 
ления бесконечно-малой величины. 

Много вины за ту путаницу, которую мы часто на- 
блюдаем в основных понятиях исчисления бесконечно-ма- 
лых, несут рассуждения, относящиеся к этому предмету 
и исходящие от философов, несмогря на то, что име- 
ются весьма ясные и достаточно простые издания, пред- 
назначенные как раз для этого круга читателей. Назо- 
вем следующие: 

1. ©. НеззепБего, аз Цпепансве {п 4ег МаетаНК, 
АБпап4шпреп Чег РиеззсНеп спше, Ней 1. 

2. А. М. Мп Ёепеаа, Ап [пнодисНоп ю МашешаНк, 
М/ИНатз апа Могвае, Г.оп4оп; год не указан. 

Математикам рекомендуем еще упомянутую уже выше 
книгу Прингсгейма по теории функций и чисел, в кото- 
рой основные понятия анализа разбираются очень по- 
дробно и обстоятельно. Укажем, однако, здесь и критику 
этой книги, которую опубликовал Ган 1) в „Геттингенских 
известиях“ в 1919 г. Ган решительно отклоняет тенден- 
цию автора к полной арифметизации, во имя которой 
он принципнально изгоняет из анализа все средства до- 
казательства, основанные на наглядных геометрических 
представлениях. Ган считает это непедагогичным и ло- 
гически неоправданным. „Подобно очевидности геоме- 
трической, алогической, по своему характеру, которую мы 
относим к наглядному восприятию, также, несо „ненно, 
существует и арифметическая ‘очевидность алогического 
типа“. — „Исключение из числа доказательных средств 
наглядных геометрических представлений без всякого обо- 
снования, допуская в то же время представления ариф- 
метические, кажется мне актом догматического произ- 
вола; укреплять эти средства исследования (т. е. на- 
глядные геометрические представления), делать их более 
тонкими, а не заглушать, не устранять их совсем, и в 
то же время сохранять в силе неумолимые требова- 
ния полной логической строгости всякого доказатель- 
ства, представляется мне важной задачей математнче- 


1) „Со{Нтрепег деейце Апзе!реп“, Занграпр 181, 1919, стр, 321—340. 


^^ Ф. Клейи. Элементарная математика. 
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ского образования как при устном изложении, так н в 
учебниках“. 

Специально в отношении элементарной математики 
укажем еще книгу К. Коммереля „Понятие о пределе в 
элементарной математике“ 1). 

В заключение дадим здесь место еще некоторым ли- 
тературным указаниям, относящимся к численным и гра- 
фическим вычислениям. Что касается последних, то со 
времени появления первого издания настоящих лекций 
получил широкое распространение метод графического 
решения уравнений, вкратце изложенный на стр. 134 и сл. 
настоящего издания. В своем развитии этот метод носит 
название номографии. Первое обширное изложение 
этой дисциплины принадлежит французскому математику 
д’Окань 2). 

Кроме указанной уже в тексте статьи, в энциклопе- 
дни, принадлежащей Мемке, заслуживает еще внимания 
краткий обзор Шиллинга (ЗВ те) и еще один учебник, 
выпущенный Мемке в 1917 г., наконец, укажу еще два 
томика Тейбнеровской физико-математической библиоте- 
ки, принадлежащие П. Лукей: „Введение в номографию“3). 
Благодаря Лукей. номографические методы проникли 
также в школу и в ней получили даже большее распро- 
странение, нежели в университетском преподавании. Наи- 
более распространенным примером номограммы является 
арифметическая линейка, получившая уже применение 
во многих средних школах. Аппарат Мемке для решения 
уравнений, изображение которого помещено в тексте на 
стр. 145, можно также рассматривать как пример про- 
странственной номограммы. Что касается числовых вы- 
числений, то по этому предмету в самое последнее время 
появилось сочинение К. Рунге и Г. Кёнига 1); в связи С 
этим представляют интерес две исторические работы, 
относящиеся к Гауссу: 


1) А. Коштеге!1, Бег Везий Чез Сгепг\уе $ ш ег Еетепиаг- 
шанетацк, „Веей 6 гиг ХеНзсний Пг та{ВетаНзсНей ип павги!5зеп- 
эсвайИсВеп Отегисви“, Гарая, Тецьпег, 1922. 

2) О'Осарпе, ТгаНё 4е потовгарше, Рашз 1889; 2-е изд., 1921. Го- 
товитея к печати русский перевод этого сочинения. 

3) Р, Г искеу, Еш топе м Фе Мотовтарше, ТеиЬпет, Гари 
1918, 1920. 

*) С. ВБипре цпа Н. Коби! а, Митепзсвез КюБпеп, Вей 1923. 
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1. А. баЦе, Саиз$ а!5 Фаергесвиег, Герар 1918. 

2. РН. МаАппсвеп, Ме \Меспземикипе — ;\зеснеп 
2аепгеснлеп ип ХаШепеоне Бе! Сацз$, Ге1рае 1918. 

Первая брошюра представляет четвертый, а вторая 
шестой выпуск издаваемых Ф. Клейном и М. Бренделем 
„Материалов для научной биографии Гаусса“ 1). Обе статьи 
предназначены также для одиннадцатого тома полного 
собрания сочинений Гаусса. 


1) Е. К1е!п нпа М. Втеоде!. МаленаНеп г еле чуззепзеНайНсфе 
Вюятарые уоп @аиз$. 
28* 


ДОПОЛНЕНИЯ РЕДАКТОРА 
1. ПЛАН ВТОРОЙ ЧАСТИ („АЛГЕБРЫ“) 


План, по которому выбран автором материал, вошед- 
ший в состав второй части этого тома („Алгебры“), может, 
как нам кажется, представиться читателям неясным, и 
мы считаем полезным его несколько выяснить. 

При решении алгебраических уравнений общих типов 
существенную роль играют, конечно, буквенные коэфи- 
циенты, в них входящие. Иными словами, в общих урав- 
нениях коэфициенты являются переменными параметрами, 
от значения которых зависят значения корней. Число пара- 
метров, от которых зависит уравнение, часто может быть 
уменьшено. Так, в общем уравнении третьей степени число 
параметров равно трем, но может быть сведено к двум. 
Точно так же чирнгаузеновским преобразованием, над- 
лежащим образом выбранным, число параметров уравнения 
пятой степени также может быть сведено к двум \). 
Вот почему Клейн и классифицирует уравнения по числу 
входящих в него параметров. Эта точка зрения отличается 
значительно большей общностью, чем обыкновенное вы- 
ражение уравнения в буквенных коэфнциентах, так как 
самые коэфициенты могут чрезвычайно разнообразно вы- 
ражаться в тех или иных параметрах; число параметров 
может иногда даже превышать число коэфициентов, н 
с такого рода случаями постоянно приходится встречаться. 
Клейн рассматривает только уравнения, содержащие один 
или два параметра. 

Итак, положим, что нам дано уравнение, содержащее 
один параметр илн несколько. В чем заключается задача 
‚решения уравнения? Очевидно, в том, чтобы выразить 
корни уравнения в функции этих параметров. Этому по- 
‚рядку идей алгебра следует и в классическом ее изложении. 


1) Правда, при этом уравнение пятой степени распадается на ме- 
сколько типов уравнений о двух параметрах. 
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В уравнениях первой степени корень непосредственно вырз- 
жается рационально в тех параметрах, от которых уравне- 
ние зависит. Следующий шаг заключается в решении дву- 
членных уравнений вида Хх” = а, содержащих один пара- 
метр а. С давних времен были указаны методы вычисле- 
ния корней этих уравнений в зависимости от параметра, 
и в этом смысле функциональная зависимость, выражземая 
этим уравнением, была изучена. Это формулировали так, 
что извлечение корня должно быть отнесено к числу 
операций, хорошо известных. Классическая постановка за- 
дачи об алгебраическом решении уравнений в том именно 
и заключалась, что старались свестн решение всякого 
уравнения к решению двучленных уравнений. Как известно, 
это удалось для уравнений второй, третьей и четвертой 
степеней. Относительно же уравнений более высоких степе- 
ней было обнаружено, что их решение, вообще говоря, 
не может быть сведено к извлечению корней, т. е. к реше- 
нию двучленных уравнений. Когда это впояне выяснилось, 
то дальнейшее развитие теории алгебраического решения 
уравнений, естественно, пошло двумя путями. Во-первых, 
старались выделить те алгебраические уравнения высших 
степеней, которые все же могут быть разрешены в радика- 
лах. Это течение идет от Абедя и Галуа и в работах Кроне- 
кера до известной степени получило свое завершение. 
Другое течение ставит себе задачу более широкую. Если 
прежние средства отказались служить, то нужно найти 
новые. Подобно тому как были изучены двучленные урав- 
нения, нужно подыскать новую категорию уравнений, найти 
непосредственные пути к вычислению их корней, изучить, 
таким образом, определяемую этими уравнениями функ-. 
циональную зависимость и попытаться свести обширные 
группы уравнений к этим новым основным типам. К этому 
направлению относится известная работа Клейна об ико- 
саэдре. Здесь разобран ряд таких основных уравнений; 
общие результаты этого исследования приведены во 
П главе „Алгебры“. 

Но для того чтобы искать новые основные типы урав- 
нений, нужна руководящая нить. Этой руководящей нитью 
служило изображение функциональной зависимости, опре- 
деляемой этими уравнениями, на римановых поверхностях. 
Эта зависимость в случае двучленных уравнений приводит. 
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к разделению сферы на двусторонники (сферические вы- 
резки). Если мы разрежем эти двусторонники по экватору 
и станем искать уравнения, которые приводят к этому 
подразделению, то придем к уравненню диэдра. Дальней- 
шее развитие этой идеи, которое читатель найдет в тек- 
сте, приводит к уравнениям мно: огранников. Клейн указы- 
вает категорию уравнений, которые приводятся к этим 
типам, но, к сожалению, эти категории гораздо менее 
обширны, нежели те, которые сводятся к двучленным 
уравнениям. Вот почему эти замечательные ‘исследования, 
глубокие по замыслу и необычайно талантливые по своему 
выполнению, все же носят специальный характер. 


|. 0 РИМАНОВЫХ ПОВЕРХНОСТЯХ 


1. Положим, что в есть независимая переменная.в об- 
ласти комплексных чисел, а 2 — однозначная функция от и’: 


2 ==] (№). (1) 


Возьмем две плоскости и, выбрав на каждой начало; 
полуось положительных чисел и единицу длины, будем 
обычным способом наносить на одной плоскости значения 
независимой переменной и’, а на второй — соответствующие 
значения функции 2. 

Допустим для простоты, что значения независимой 
переменной покрывают всю числовую плоскость. Тогда за- 
висимость (1) относит каждой точке плоскости № одну опре- 
деленную точку на плоскости #. Двум различным точ- 
кам на плоскости № может иногда отвечать одна и та 
же точка на плоскости 2; например, если соотношение (1) 
имеет вид 2 == и, то точкам № и — № всегда отвечает одна 
и та же точка 2. Но одной и той же точке на 
плоскости независимой переменной всегда 
отвечает только одна точка на плоскости 2. 

В этом заключается геометрический смысл однознач- 
ности функцин 2; на это опираются и все методы геомет- 
рического исследования однозначных функций комплекс- 
ной переменной. 

оложим, что 2 есть непрерывная функция от м. 
Если № описывает пепрерывную яннню на плоскости и, 
то и г описывает непрерывную же линию на своей пло- 
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скости; если при этом движении и возвращается к исход- 
ной точке \,», то и функция 2 возвращаегся к исходной 
точке 25; это обусловливается однозначностью функции и 
непрерывностью преобразования. Замкнутому контуру на 
плоскости \ отвечает замкнутый же контур на плоскости 2. 

Это свойство непрерывной однозначной функции не- 
которые авторы называют ее монодромностью 1). 
Что это свойство однозначной функции играет основную 
роль в теорни функций, следует уже из того, что на нем 
существенно основывается доказательство теоремы Коши 
06 интеграле по замкнутому контуру. Монодромность 
функции 2 от независимой переменной № 
заключ ается в том, что при полном обходе 
непрерывного замкнутого контура на пло- 
скости и мы всегда возвращаемся к исход- 
ной точке и на плоскости 2. 

3. Положим теперь, что соотношение (1) заменяется 


уравнением: 
=. (2) 


Теперь 2 также является функцией независимой пере- 
менной \, но не однозначной, а двузначной: каждому 
значению \ отвечают два значения 2, которые сливаются 
в одно при № =0. Теперь каждой точке на плоскости 
независимой переменной уже отвечает не одна, а две точки 
на плоскости 2. Двузначная функция, естественно, дает 
и двузначное отображение плоскости % на плоскости 2. 
Это обстоятельство лишает нас возможности непосред* 
ственно применять к изучению двузначных и, вообще, 
многозначных функций комплексной переменной те гео- 
метрические методы, которые применяются к изучению 
однозначной функции. Если, например, мы возьмем не- 
который контур на плоскости № и станем рассматривать 
интеграл /24, взягый по этому контуру, то он не будет 
иметь определенного значения, ибо мы не знаем, какое 
значение 2 нужно взять в каждой точке контура у. Каза- 


1) Термин „монодромность“ принадлежит Коши. Нужно, однако, 
сказать, что в значениях близких друг к другу термивов „монохромность“, 
„моногениссть“, „синектичность“ ин т. д, в настоящее время царнт боль 
шая путаница. Но, насколько мы можем судить, термин „монодромность “ 
чсегда употреблялся именно в том значении, которое ему придапо 
в тексте, 
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лось бы, что возникающие в этом отношении затруднения 
можно устранить без труда, разбив двузначную функцию 
на две однозначные. Иногда это, действительно, бывает 
возможно в том смысле, что двузначную функцию можно 
разбить на две монодромные однозначные функции. На- 
пример, функция 


2=Ие” (3) 
разбивается на две монодромные функции: 
№ № 
21 =62, 2 =— 63, (4) 


ю 
где е?, как е*, выражается известным экспоненциальным ря- 
дом. Монодромность сохраняется здесь благодаря тому, 
что две функции (4) ни при каком конечном значении № 
не имеют общего значения. В самом деле, равенство 
и м 
ве = —е? 
. 

не может иметь места, ибо е? не обращается в нуль ни 
при каком конечном значении и. Наша двузначная функ- 
ция представляет собой как бы искусственное соединение 
двух несвязанных между собой монодромных однозначных 
функций; с такого рода случаями нам еще придется 
встречаться ниже. : 

Однако обыкновенно такое расчленение не удается 
в том смысле, что составляющие функции оказываются 
не монодромными. Мы выясним это на примерах. 

4. Остановимся для этого несколько подробнее на 
функциональной зависимости (2). 

Пусть о и © будут модуль и аргумент независимой 
переменной и’, так что 


и = 0(с03 @ -- (31 @). (5) 
Тогда два значения 2 будут: 


2: = Ие [сз = эт | 
= УЕ [в (+=) +191 (1-+*)] (6) 


где Ио есть арифметическое значение корня. 
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Положим теперь №) = 1; тогда 2, ®) = 1. Представим ты 
что точка и будет двигаться, как указано на фиг. 1 , 
по окружности радиуса 1 в направлении, обратном часово : 
стрелке 1), начиная со значения и; положим, что одно 
временно на второй плоскости ЕЕ МЕСя соответ- 
ствующая точка 2, исходя от значения 2.") и меняя это 
значение непрерывно. Втаком случае, когда точка 
пройдет небольшую дугу 2 и № приобретет значение 


: 8 
с0$ 8 + {зш8, то 2 приобретет значение соз = 19 к. 


ибо только это значение будет служить непрерывным про- 
должением начального значения 2,®)=1; второе значение 
отличается весьма мало | 

от—1 ине можетслужить не- 71=1 
прерывным продолжением 

значения 2,®). При дальней- 

шем движении, когда точка 5) 
и пройдет дугу ©, соответ- ге 79% 20 
ствующая точка 2 пройдет 
дугу ро Когда точка и 


пройдет полуокружность, 
т. е. примет значение 


№1) = —], то 2 дойдет до 

точки 2, =1. Когда точка Ш 

и обойдет целую окруж- а 
ность, т. е. примет значение „._ 

№9) == ©) == |, то 2 дойдет ши). и 


до точки 2,®) = — 1]. 
- Итак, когда независимая 
переменная обойдет полную 
окружность и возвратится 
в точку исхода, то точка 2 
сделает только полоборота и в точку ‘исхода, следова- 
тельно, не возвратится. Монодромность нарушена. 

Когда точка \ станет продолжать свой путь по той же 
окружности, то точка 2, непрерывно перемещаясь от зна- 
чения 2) =— 1, опишет вторую полуокружность и воз- 


—— 

) Мы принимаем, что в этом направлении аргумент ® возрастает; мы 
будем называть его, как обычно, направлением положнтельно- 
го вращения. р 


Фнг. 135. 
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` 
вратится в исходную точку лишь после того, как точка 
дважды обойдет свою окружность. 

5. В рассмотренном выше примере точка № обошла 
окружность раднуса 1. Результат будет, однако, такой 
же, если точка № обойдет какую угодно замкнутую кривую, 
внутри которой расположено начало № =0. Это значит: 
когда точка № обойдет всю кривую и возвратится в 
точку исхода, то точка 2 опишет разомкнутую дугу. Оно 
и понятно: при непрерывном передвижении и по кривой 


Ш) 


и) Фиг. 136. 


би) (фиг. 136) точка 2 будет перемещаться 
так, что се расстояние от начала будет равно Ио, а 
пройденное относительно положительной пол, оси угловое 
расстояние 2“°.)2 будет равно @/2, т. е. половине угло- 
вого расстояния №®)Оз, пройденного точкой №. ‘Таким’ 
образом, когда точка № возвратится в точку №*% — 9) 
положительной полуоси, то точка 2 придет в точку 29 
на отрицательной полуоси и, следователь о, опишет ра- 
зомкнутую дугу; эта дуга замкнется, когда точка № еще 
раз опишет ту же илн другую замкнутую кривую вокруг 
начала, 

Но дело обстоит иначе, если точка № описывает зам- 
кнутую кривую, не огибающую, начала (фиг. 137). Когда 
точка и выходит из №), имеющей полярпый угол @., 
то точка 2 находится в 2. при полярном угле © 
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Когда точка и доходит до №, где начинается пово- 
рот, то точка 2 находится в 2, (2) при полярном угле с2./2. Те- 
перь вместе с раднусом-вектором точки № поворачивает 
в обратную сторону и радиус-вектор точки 2;; и когда и 
приходит в начальную точку #®), то и 2: возвраща- 
ется в 2,®.. 

` 6. Почему же начало играет здесь такую исключитель- 
ную роль? Как обнаруживает исследование, причина за- 
ключается здесь в том, что это есть точка развет- 
вления, т. е. тагая точка, в которой два значения‘ 


ш 


Фиг. 137. 


функции сливаются в одно. Кроме точек разветвления, 
функция может иметь еще другие особенные точки, в 
которых функция не имеет вовсе определенных значений 
или обращается в бесконечность. Во всяком случае, 
если независимая переменная описывает 
замкнутую кривую, внутри которой вовсе 
нет особенных точек, то и непрерывно изме- 
няющаяся функция описывает замкнутую 
кривую; но если независимая переменная 
обходит особенные точки, то функция мо- 
жет не возвратиться (и обыкновенно не 
возвращается) к исходному значению. Дока- 
зательство этого предложения, а также точное установ- 
ление критериев, когда функция возвращается при обходе 
особенной точки к первоначальному значению и когда не 
возвращается, составляет одну из серьезных задач теории 
функций. разрешенную. впрочем, до конца. Мы, конечно, 
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не имеем возможности останавливаться здесь подробно 
на этом вопросе; мы ограничимся только примером точки 
разветвления, при обходе которой функция возвращается 
к исходному значению. 


Возьмем функцию: 
2= (1—1) ур, [ео 


где радикал имеет двойное значение; она имеет дветочки 
разветвления: и =0Оииш=1. При ®==1 оба значения 
функции равны нулю. Эта функция представляет собой 
произведение двух функций: 2, =1—№ из. = м. Пер- 
вая функция однозначная и, следовательно, возвращается 
к исходному значению всякий раз, как независимая пе- 
ременная делает полный оборот по какой бы то ни было 


Фиг. 133. Фиг. 139. 


замкнутой кривой; но и функция 2, как мы уже знаем, 
возвращается в точку исхода, если независимая перемен- 
ная делает полный оборот по кривой, не огибающей ну- 
левой точки. 

Положим теперь, что независимая переменная и обой- 
дет кривую, огибающую точку #=1, но не огибающую точ- 
ки й =0 (фиг. 138). Гак как при этом и 21 и.2, возвра- 
тятся ‘к начальным своим значениям, то и произведение 
21 - 2, = 2 возвратится к начальному значению. Заметим, что 
некоторые авторы вовсе не называют таких точек точками 
разветвления. Мы будем называть такую точку точкой, 
схождения: два значения функции здесь как бы схо- 
дятся без разветвления. 
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7. Рассмотрим еще двузначную функцию, имеющую не- 
сколько точек разветвления, например функцию: 


2=У—Пи+у. (7а) 
Точкн разветвления здесь будут, очевидно, и’ == -Н1, и! == —1. 
При обходе каждой из них порознь функция переходит 
от одного значения к другому, т. е. меняет знак. Что 
будет, если функция обогнет обе точкн разветвления? Лег- 
ко понять, что функция возвратится к первоначальному 
значению. В самом деле, положим, что независимая перемен- 
ная и (фиг.139) обходит замкнутую кривую лу) 0}, 
огибая обе точки разветвления —1 и - 1. Соединим точки 
№0) и №2) линией, разделяющей точки —1 и -{ 1. Точка 
и движется от №) кий, от № через и) к 8) и, 
наконец, обратно, к и/®. Ясное дело, что ничто не изменится, 
если точка и, прежде чем пройти дугу и^\?)и/3), пробежит 
дугу №?) и затем обратно и: она придет в №) 
во второй раз с тем же значением функции, что и в пер- 
вый раз. Теперь ясно, что замкнутый путь и (уу) 
эквивалентен двум замкнутым же путям: ©) @)и/2}у®) и 
0)»; первая кривая огибает только точку 
зветвления — 1, вторая — только точку разветвления -1. 
ри каждом обходе функция меняет знак, а потому в ко- 
нечном результате она возвращается к первоначальному 
своему значению. 

8. Мы рассматривали до сих пор только двузначные 
функции: в точках разветвления сходились два значения 
этой функции; такие точки разветвления называются точ- 
ками разветвления первой кратности. Обра- 
тимся теперь к трехзначным функциям. 

Возьмем сначала простейшую функцию: 


=». (8) 


Если выразить снова НЫ переменную и через мо- 
дуль и аргумент по формуле (5), положив 


— © . 2 
2. = И (соз 5 Е ЕЯт 5), 25 == 621, 23 == 527, (9) 


2 р 2% 
& == с0$ з +1 5 (10) 
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есть один из комплексных корней 3-Й степени из |,-то это 
и будут три значения нашей функции. Эта функция имеет 
точку разветвления 2 = 0; в ней сходятся все три значения 
функции; она называется точкой разветвления вто- 


рой кратности. 
Если здесь радиус-вектор точки № поворачивается на 


небольшой угол в, то при непрерывном изменении аргумент 
функции нарастает на 5. При полном обходе вокруг 


точки разветвления аргумент начального значения увели- 
чивается на = поэтому значение 2, переходит в 2., зна- 


чение 2 в 2, значение 2, в 2,. Это выражают схемати- 
‚чески так: 
121 23 23 : 
: (11) 
[2 23 21 
Если мы обойдем точку разветвления в положитель- 
ном направлении 2 раза, то после первого обхода 2, 
перейдет в 2; после второго 2, перейдет в 2;; таким 
образом после двух обходов г, перейдет в 2. Вообще, 
результат двойного обхода можно схематически выразить 
так: 


паг 
а < | Е (12) 
2: 2: 25| 
9. Теперь рассмотрим функцию: 
= +И!— в; (13) 


первый радикал и = {1 -- № имеет три значения д, и, = гц) 
и и, = и; второй радикал у =У1Т— № имеет два значе- 
НИЯ И: И У, = — У,. Функция 2 == и + у имеет шесть значений: 


"21 = Ш; Е 1, 2 = Ц» + У, 23 = и; +, 
2а = и НЫ, 25 = И, И», 28 == Из У». 


Функция имеет две точки разветвления и’ == 1, #== — |. 
В точке и = —1 сливаются значения и,, й,, из; это — точка 
разветвления второй кратности; при ее обходе значение 
второго слагаемого не меняется, а ц;, переходит в цу, 
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п, —в и; и: —в ц.. Поэтому схема изменения функции 2 
будет такая: 

71 22 23| 24 25 28 р а4) 
25 23 2:| 5 26 ©: . 

Шесть значений функции распадаются на две тройные 
группы, внутри которых происходят замещения. № точке 
№ =] сливаются значения у; н у,; при ее обходе у, пере- 
ходит в у», а первое слагаемое возвращается к первона- 
чальному значению. Поэтому схема замещения значений 
функции 2 будет такая: ^ 
Я Я 


25 22| |2 23| 


Здесь шесть значений функции распадаются наЗгруппы, 
по два значения в каждой, причем значения одной и той 
же группы замешают друг друга. 

В рассмотренном примере шестизначной функции ни в 
одной из точек разветвления не сливаются все шесть значе- 
ний функции; но в каждой точке они разбиваются на группы, 
причем замещение пронсходит внутри группы; общее 
же число значений, слнвающихся в каждой точке развет- 
вления группамн, равно шестн. Это суть точки разветвле- 
ния 5-го порядка. 

Вообще, точке разветвления присваивается 
порядок и, если общее число значений, кото- 
рые сливаются в одно значение или группами 
в несколько кратных значений, равно и-+1. 

10. В рубриках 4, 5, 7 мы рассмотрели двузначные 
функции, и их точки разветвления были 1-го порядка; 
в рубрике 8 мы рассмотрели трехзначную функцию, и ее 
точка разветвления была 2-го порядка. Наконец, развет- 
вления шестизначной функцин. рассмотренной в рубрике 9, 
были 5-го порядка. Отсюда может составиться предста- 
вление, будто вообще функция, имеющая р + 1 значений, 
может иметь только точки разветвления и-го порядка. 
Однако это не так; мы в этом убедимся на следующем 
примере. х 

Положим, что 2 определяется в функции от 1 из уравнения: 
23 — Зиг -- 2 = 0. (16) 


(15) 


24 21 
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Если мы обратимся к общему уравнению 3-й степени 
28 + р2-+9=0, (17) 


то корни его, как известно, выражаются по формуле Кар- 
дана следующим образом. 


Полагаем: 


:-И-НУ © 


значения внутреннего и внешнего радикала в выражении 
ЕЮ могут быть выбраны произвольно, а в выражении К” 
внутренний радикал должен иметь то’ же значение, что 
и в первом, внешний же должен быть выбран так, чтобы 


не - р 
ЮВ’ = — и (19) 


(18) 


Тогда корни уравнения (17) выразятся следую‘цим 
образом: 
= + К, 2 ==Ю + 8К,, 2; = 8Ю - «К`, (20) 
где 


2х о 
в = 0$ {яп 
3 и 3 


Применяя эти формулы к уравнению (16), мы получим: 
в=И®(-1+И1— №). '=УюС-1- УТ, @0 
КК =, (22) 

2, = + К', 2, =гЮ -- 81’, 2. = В ++. гК". (23) 


Теперь из состава радикалов ЮК’мы видим, что наша 
трехзначная функция имеет две точки разветвления: # = 0 
и № =1. При № =0 все три значения функции обраща- 


О РИМАНОВЫХ ПОВЕРХНОСТЯХ 449 


юте‹ в нуль; это —точка разветвления 2-го порядка. 
При №’ -=1 имеем: 


=: № =И—и=—1; д =—2;2.=2 = —(@+2) =1. 


‘им образом \ =1 есть точка разветвления первой 
кр: и; в ней сливаются только два значения функции 
Посмотрим, что происходит, когда мы обходим каждую 
из точек разветвления. Легко видеть, что при обходе 
одной ТОЧКИ № == 0 радикал Ю переходит в вК; в самом 
деле, его можно представить в виде: 
Уи 0 
при обходе точки * =0 первый радикал, как мы видели 
в рубрике 8, приобретает множителя 5; второй радикал 
возвращается к первоначальному значению, так как для 
него и = 0 точкой разветвления не служит. Поэтому 
радикал А переходит в еА; но в таком случае Е’ переходит 
в 8?Ю’, так как должно остаться в силе соотношение (22). 
Следовательно. при обходе точки # = 0 происходят 
следующие замещения: 


(25) 


При обходе точки разветвления и’ == 1 происходит за- 
мещение значений 22 и 2. друг другом, а 2, возвращается 
к первоначальному значенню. Наконец, при обходе обеих 
точек разветвления происходит замещение точек 2, п 3; 
друг другом, а 2, остается без изменения. 

11. Теперь мы можем обратиться, собственно, к идеям 
Римана. Задача, которую он себе поставил, заключается 
в том, чтобы создать для многозначных функций гео- 
метрическое изображение, аналогичное обычному изо- 
бражению однозначной функции, но только с сохране- 
нием непрерывности и монодромни. 

Основная мысль, положенная в основу решения этой 
задачи, необычайно проста; она сводится к следующему. 
Положим, что нам нужно отобразить двузначную функ- 
цию, — положим функцию 2==И, рассмотренную в руб-- 


29 Ф. Клейи. Элементарная математика 
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рнках 3-й и 4-й. Для этой цели представим себе, 1го 
плоскость 1 заменяется двумя плоскими листами, наго- 
женными один на другой. Каждому значению независи- 
мой переменной у отвечает по точке на каждом ли‘те, 
одна точка на верхнем, другая на нижнем; эти две течки 
расположены непосредственно одна над другой. Если 
значению № на однолистной плоскости отвечает точка М. 
то на двулистной этому значению соответствуют две 
точки: ЛМ; на верхнем листе и М, на нижнем листе. Этим 
двум точкам мы и отнесем два значения (6) г; и 2, на- 
шей функции порознь. Инымн словами, мы будем счи- 
тать, что значение 2, отвечает точке М,, а значение 2, — 
точке М,. Теперь ясно, что двузначная функция геомет- 
рически претворена в однозначную, униформи рована; 
это значит, что каждой отдельной точке на двулисгной по- 
верхности № (М, или М.) отвечает одна определенная 
точка на плоскости 2. 

Совершенно ясно, что таким же образом для унифор- 
мирования трехзначной функции придется плоскость и 
расщепить на 3 листа и т. д. Эти многолистные плоско- 
сти и называются римановыми поверхностями, 

12. Однако эта простая идея далеко еще не решает 
задачи во всем ее объеме; этим достигается униформи- 
рование, но обыкногенно не достигается монодромия. 

Рассмотрим ‚функцию (3), распадающуюся на два зна- 
чения (4). Будем относить значение 2: точке ДМ, и значе- 
ние 2, точке М». Этим цель будет достигнута вполне. 
Когда мы будем двигаться по непрерывной кривой на 
верхнем листе, то соответствующее значение функции (3) 
будет непрерывно изменяться, и когда мы возвратимся 

[2 


в точку исхода, то н 2, =е* возвратится к исходному зна- 
чению, ибо это есть однозначная, непрерывная (и потому 
монодромная) функция от №. И то же самое будет иметь 
место, когда мы будем перемещаться на втором листе. 
Здесь риманова поверхность, состоящая из двух различ- 
ных листов, сполна разрешает задачу униформирования 
с сохранением непрерывности. Функция распадается на 
две непрерывные, не связанные между собою, отдельные 
функции. Такое распадение особенно уясняется, когда мы 
подойдем к вопросу с другой стороны. Положим, что мы 
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имеем 3 однозначные функции, непрерывные каждая во 
всей плоскости: 


21 == [1 (1), 25 = ]› (№), 2з == /з (№). 


Теперь построим трехзначную функцию 2 =] (3) таким 
образом, чтобы для каждого значения № первое значение 
функции было |, (№), второе },(№), третье 13 (#). Мы 
механически соединили 3 однозначные функции в одну 
трехзначную; естественно, что последняя может быть 
о5ратно расчленена на 3 отдельные непрерывные функции. 

13. Однако такое расчленение далеко не всегда уда- 
ется. Обратимся вновь к двузначной функции, которую 
мы рассматривали в рубрике 4. Предположим, что значения 
явузначной функции удалось так распределить между 
двумя листами плоскости №, что непрерывному передви- 
жению по каждому листу соответствует непрерывное изме- 
нение функции 2. Начнем тогда обходить некоторую замкну- 
тую кривую, расположенную в первом листе и огибающую 
точку и == 0. Если мы выйдем из точки М, с начальным 
значением 2;, то, как мы видели в рубрике 4, из не- 
прерывности изменения функции 2 следует, что по совер- 
шении полного обхода точки разветвления № =0 мы воз- 
вратимся в М, не с исходным значением 2, а со вторым 
значением 2. Но значение г› не принадлежит точке М‚,— оно 
принадлежит точке М,, лежащей на втором листе. Отсюда 
следует, что распределить между раздельными листами 
значения двузначной функции так, чтобы сохранить не- 
прерывность и связанную с нею монодромию, невозможно. 
Коренное отличие этого случая от того, который был 
рассмотрен в предыдущей рубрике, состоит в том, что 
функция У? точек разветвления не имеет, между тем 
как функция Ум таковую имеет (№ =0). Чтобы унифор- 
мировать эту функцию с сохраненнем непрерывности, 
нужно принять еще другие меры —нужно устано- 
вить связь между двумя листами плоскости №. 

14. Это мы осуществим слелуюшим образом. Мы пред- 
ставим себе два листа плоскости % лежащими непосред- 
ственно один на другом таким образом, что точки М, и 
Мь соответствующие на обоих листах одному и тому же 
25» 
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значению независимой переменной в, всегда расположены 
непосредственно одна над другой. В точке разветвления 
\ =0 мы оба листа скрепим Мы сольем здесь две точки 
обоих листов в одну, и это можно сделать потому, что 
этой точке на одном и на другом листе отвечазт одно и 
то же значение функции. Теперь распределим значення 
двузначной функции между двумя листами следующим 
образом: из двух значений (6) (стр. 440), отвечающих 
данному значению \, мы отнесем значение 2, точке М, 
на верхнем листе, значение 7. —точке м, на нижнем листе. 
Само собой разумеется, что мы этим еще ничего не сде- 
лали для спасения монодромии; для этого понадобилась 
еще одна своеобразная идея, указанная Риманом и, не- 
сомненно, составляющая в эгом деле главную его заслугу. 

Разрежем оба листа по одной линин, например по 
оси вещественных чисел, начиная с точки и’ ==0. На каж- 
дом листе по разрезу образуются. два свободных края, — 
скажем, нижний и верхний. Теперь скрепим нижний край 
верхнего листа с верхним краем нижнего, как показано 
на фиг. 140. Оба листа теперь связаны, и точка, огиба- 
юшая начало в положительном направлении, достигнув 
разреза, перейдет из первого листа во второй. 

Прием, который мы применяли до сих пор, может быть 
осуществлен даже реально, если наши два листа сделаны, 
скажем, из бумаги. Дальнейшее развитие этого приема 
носит уже, однако, идеально геометрический характер и 
реального осуществления не допускает. Мы пред- 
ставим себе и верхний край первого листа скрепленным по 
разрезу с нижним краем второго листа; получаются два 
геометрических листа, проникающих один сквозь другой, 
Из какой бы точки М, верхнего листа мы ни исходили и 
в каком бы направлении мы ни обогнули начала, сделав 
полный оборот, мы возвратимся не в исходную точку М1, 
а вточку М» нижнего листа (фиг. 140). Наоборот, если мы 
обойдем замкнутую кривую №,РОМ,, не огибающую нача- 
ла, то мы необходимо возвратимся в точку исхода №; в 
самом деле, такая кривая либо вовсе не пересекает разре- 
за, либо пересекает его четное число раз и потому после 
полного оборота всегда возвращает нас в тот лист, из кото- 
рого мы исходилн. Теперь нетрудно видеть, что эта связь 
между листами восстанавливает монодромню. В самом 
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деле, если мы, исходя из точки М; со значением 2, обой- 
дем замк, утую кривую, не огибающую начала, 10, как мы 
знаем, мы вернемся к тому же значению 2, но в то же 
время придем и в ту же 
точку М,. Если мы сде- 
лаем полный оборот и 
обогнем начало, то мы 
придем к значению 2», но 
зато мы пе возвратнмся 
в точку Мь, а вернемся 
в точку М» которой и 
соответствует это значе- 
ние 2.. Монодромия вос- 
становлена благодаря то- 
му, что кривая, которая 
была бы замкнутой на 
обыкновенной плоскости, 
может оказаться разомкнутой на двулистной римановой 
поверхности указанной связности. Па этой поверхности 


кривая будет замкнутой, если она от точки М, приводит 
: т опять к 44, или от 


123 точки М, приводит 
опять к Му но в 
таком случае она 
прнводит к тому же 
значению функции, 
от которого ис: о- 
дили. Если мы обог- 
нем начало два раза, 
то на дв)листной 
плоскости всегда 
вернемся в тот же 
лист н вту же точку 
М,; кривая стано 
вится замкнутой ий 
приводит к тому же значению функции — в полном со- 
гласии с предыдущей теорией. 

Линию, по которой мы про:ели разрез, называют ли- 
нией разветвления. 

15. Обратимся теперь к трехзначной функции, расемот- 
ренной в рубрике 8, имеющей одну точку разветвле- 


Фиг. 140. 


123 


Фиг. 141. 
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вия И = 0, Чтобы ее униформировать, мы расщепим 
плоскость № на 3 листа, которые скрепим в точке № = 0, 
Теперь каждому значению №№ отвечает точка М, на первом 
листе, точка М, — на втором, точка М, — на третьем листе. 
Мы отнесем точке М, значение функции 2, точке М, — зна- 
чение 2», точке А{, — значение 2 установленные равен: 
ствами (9). Теперь через точку разветвления произведем 
разрез и установим связность поверхности следующим 
образом (фиг. 141): нижний край первого листа скрепнм 
с верхним краем второго листа, нижний край второго— 
с верхним краем третьего, нижний край третьего — с верх- 
ним краем первого. Если мы теперь выйдем из точки М, 
на первом листе и в положительном направлении обойдем 
точку развегвлення один раз, то мы придем в точку М, 
на втором листе, при следующем обороте придем в точку М, 
на третьем листе и после третьего оборота возвратимся 
в исходную точку М:. Так как это вполне совпадает 
с замещением значений (11) и (12), то монодромия вос- 
становлена так же, как и в предыдущем случае. 

В рассмотренных двух примерах мы проводили разрез 
по оси вещественных чисел; но в действительности его 
можно провести в каком угодно направлении, лишь бы 
он выходил из точки разветвления и уходил в бесконеч- 
ность. Для нас важно только, чтобы полный обход вокруг 
точки разветвления привел нас в другой лист. Разрез не 
должен даже необходимо иметь прямолинейную форму— 
его можно провести как угодно, лишь бы сохранить ту 
же связность листов. На следующих примерах эти рассуж- 
дения выясняются еще лучше. ь 

16, Возьмем функцию: 


2=ИУю-По+о, 


рассмотренную в рубрике 7, имеющую две точки раз- 
ветвления. Сообразно этому мы расщепим плоскость и 
на два листа, которые скрепим в обенх точках разветвяе- 
ния (фиг. 142); точки —1 и +1 отмечены через а и 6. 
Из каждой точки проведем разрез, но только так, чтобы 
эти разрезы не пересекались; затем по каждому разрезу уста- 
новим связь так, как это было выполнено в рубрике 14 
для функции с одной точкой разветвления; но при каждом 
разрезе нижний край первого листа соединим с верхним 
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краем второго и обратно. Если мы обогнем один раз одну 
из точек разветвления, то перейдем из первого листа во 
второй, как показывают отмеченные пути. Если проследим 
за дальнейшим движением этих линий, то увидим, что после 


Фиг. 142. 


второго оборота мы возвращаемся в нсходную точку. Если 
кривая, например, №,М№ММ№№;, огибает обе точки развет- 
вления, то она возвращается в исходную точку в полном 
согласии с указанным в рубрике ходом изменения функции. 
Монодромия, таким образом, сохранена. 

Однако того же результата можно достигнуть и иным 
путем. Соединнм просто точки —1 и -- 1 (фиг. 143), про- 
ведем по линии (—1, -|- 1) разрез и края этого разреза сое- 
диним так, как мы их соединяли выше: верхний край пер- 
вого листа с нижним краем второго, и обратно. Если теперь 
обогнем одну из точек разветвления, то перейдем из одного 
листа в другой; кривая же, огибающая обе точки раз- 
ветвления, на всем своем протяжении останется в пределах 
Одного н того же листа. 

Для функции: 


2= (у—а) (— 5) (%—0 


сечения могут быть пповедены так, как это показано на 


‚ фиг. 144, где А, В и С суть ‘изображения чисел а, В, с. 
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Но сечения, или линии разветвления, можно было бы про- 
вести и многими другими способами. Можно было бы про- 
вести линии разветвления из всех трех точек в бесконеч- 


123 456 
1.23 456 
Фиг. 143, Фиг. 145. — 


ность; можно соединить любые две точки разветвления, 
а из третьей провести сечение в бесконечность, 

16. Обратимся теперь к более сложной функции (18), 
рассмотренной в рубрике 9. Здесь мы имеем Е раз- 
ветвления: -- 1 н — 1. Функция 
шестизначная, и потому мы 
расщепим плоскость н на 6 ли- 
стов. В точке разветвления 
№ = —] значения 21. 2з. 23 сли- 
ваются в одно, значення 24, 2ь, 2 
также сливаются в одно. Со- 
образно этому мы здесь скре- 
пим листы 1, 2 и 3-й ме- 
жду собой, а листы 4, 5 и 
6-й между собой. Через пер- 
вые три листа мы проведем 

Фиг. 144. разрез и соединим нижний 

край 1-го листа с верхним 

краем 2-го, нижний 2-го--с верхним 3-го, нижний 3-го—с верх- 
ним 1-го. Таким же образом мы проведем разрезы че- 
рез 4, би б-й листы и скрепим нижний край 4-го 


© РИМАНОВЫХ ПОВЕРХНОСТЯХ 457 


с верхним краем ‘5-го, нижний край 5-го — с верхним 6-го, 
ниж ‚ий 6-го—с верхним 4-го. Эта связь схематически изо- 
бражается фиг. 145. В точке № ==1 совпадают значе- 
ния 1-е с 4-м, 2-е с 5-м, 3-е с 6-м. Сообразно этому 
мы и скрепим 1-й лист с 4-м краями накрест, 2-й —с 5-м, 
3й—с 6-м. Схема эта двумя способами изображена 
на фиг. 146. Второе изображение нагляднее показывает, 
что листы соединены только по 2. 

Нас ие должно смущать, что мы 123456 142536 
скрепляем 2 Й лист с 4-м, так ска- 

зать, сквозь 1-й и 3-Й; мы с этим 

уже встречались: это соединение 
идеально-геометрическое, оно не 

осуществляется реально. Если мы 

теперь обогнем точку разветвления \\ : 
(—1), выходя из 1-го листа, то мы : 

придем во 2-й лист; если обогнем ! 
ее еще раз, то придем в 3-Й лист, 

а после третьего оборота возвра- 

тимся в 1-Й лист, Если мы выйдем 

из точки на 1-м листе и обогнем 

обе точки разветвления, то первый 123456 142536, 
разрез приведет нас во 2-й лист, а 6. 
отсюда при переходе через 2-й 

разрез мы перейдем в 5-Й лист. Это вполне совпадает 
с ходом замещений (14) и (15). 

17. В предыдущих рубриках мы разобрали только ко- 
нечные значения независимой переменной, служащие точ- 
ками разветвления функции; но и бесконечное значение 
независимой переменной может служить точкой развет- 
вления и вот в каком смысле. 

Преобразуем в нашей функции независимую перемен- 
ную, положив 


се. 


и =; (26) 


тогда функция 2 =/(и) превратится в функцию: 
г= | (:)=$9- 


Когда #Ё стремится к нулю, и стремится к бесконечности; 
если =0 есть точка разветвления функции 9(#), то гово- 
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рят, что №з=со есть точка разветвления функции №»); 
если, напротив, значение { = 0 не служит точкой раз! етвле- 
ния лля функции 9(1), то и № = оо не есть точка развет- 
вления функции ]/(»). 

Рассмотрим, например, функцию (2), изученную подробно 
в рубрике 4. Преобразование (26) здесь дает: 


2=у. : (27) 


Если здесь снова положим: 


0 (с0$ 9 + Г та), 
то получим: 


1 : 
2 = (с0з0 — 15110); 
отсюда два значения 2 будут: 
1 ® . [2 

2 у (со — 11° . 

ЕЕ 2 2 
Если мы теперь, исходя из определенной точки 5 со 
значением: 

2 


обойдем полную окружность вокруг точки #=0, то мы 
це возвратимся к значению 2,0), а придем к значению: 


1 6% 
219 —=—— [05 — < 
1 Я ( 05 : Ш ь 


2 2 


В этом мы убедимся при помощи тех же соображений, 
которыми мы пользовались в рубрике 4. 

Итак, { =0 есть точка разветвления двузначной функ- 
ции (27), а потому № = со есть точка разветвления для 
функции (2), определя‹ мой уравнением 22== цу. 

Это становится особенно ясно, если мы пользуемся 
вместо комплексной плоскости римановой сф+рой. 
Как это делается, вкратце изложено в тексте автора, 
Быть может, будет полезно прибавить несколько слов 
для выяснения этой простой идеи. Через начальную 
точку $ числовой плоскости (фиг. 42) проводим сферу, 
касающуюся плоскости в этой точке, Пусть М будт 
точка, диаметрально противоположная $ на этой сфер, 


д р (05—15 я , 
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пусть @ будет точка на числовой плоскости, служащая 
изображением комплексного числа №. Соединим точку М. 
с 9; прямая МО встретит сферу в некоторой точке Р, 
которую мы примем за нзображение того же числа № на 
нашей сфере. Таким образом ясно, что каждому комплекс- 
ному числу № будет отвечать некоторая точка на рима- 
новой сфере; и обратно, каждая точка римановой сферы 
будет изображением некоторого числа №. Когда точка О 
на плоскости удаляется в каком бы то ни было направле- 
нии в бесконечность, то точка Р неизменно приближается 
к №; эта точка М является, таким образом, изображени‹ м 
бесконечного значения № (и == оо). 

На римановой сфере особенно ясно, в каком случае 
значение и = со будет точкой разветвления функции. 

Если при обходе точки М№ на римановой 
сфере по замкнутой кривой, внутри кото- 
рой не содержится иных точек разветвле- 
ния, мы всегда возвращаемся к исходному 
значению функций, то и == со есть обыкновен- 
ная точка; если же при таком обходе мы 
иногда возвращаемся не к исходному, ак 
иному значению функции, 10 и=со есть 
точка разветвления функции. 

Порядок бесконечно удаленной точки разветвления 
определяется совершенно так же, как и для других точек 
разветвления. Можно рассуждать и так: если для функ- 
ции ] (№) значение 1 = со есть точка разветвления, а при 
преобразовании (26) эта функция переходит в функцию ф ]), 
для которой { == 0 есть точка разветвления м го порядка, 
то для исходной функцни /() значение 1 == со есть также 
точка разветвления и-й кратности. 

18. Итак, для функции, рассмотренной нами в рубрике 4, 
значение и == со есть точка разветвления второй кратно- 
сти, и в ней соединяются 2 листа римановой поверхностн. 
Линию разветвления мы проводили из точки и =0 в бес. 
конечность. С установленной нами теперь новой точки 
зрения эта линия разветвления соединяет две точки раз- 
ветвления: у =0, №'== оо. Для других функций, имеющих 
большее число точек разветвления, как мы показали, 
линии разветвления часто можно проводить различными 
способами, но если мы теперь проследим все разобран- 
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ные выше случаи, принимая во внимание и бесконечно 
удаленные точки разветвления, то мы убедимся, что ли- 
ния разветвления всегда соединяет 2 точки 
разветвления. 

19. Теперь мы можем формулировать окончательно, 
в чем заключается идея униформизации многозначной 
функции. 

Числовая плоскость или числовая сфера расчленяется 
на столько листов, сколько значений имеет функция; эти 
значения, так сказать, распределяются между этими ли- 
стами; в точках разветвления листы скрепляются; именно, 
скрепляются те листы, которым отнесены значения, пере- 
ходящие одно в другое при обходе этой точки разветвле- 
ния, Точки разветвления соединяются линиями разветвле- 
ния, по которым производятся разрезы; затем края этих 
разрезов скрепляются в той последовательности, которая 
соответствует замещению значений при обходе точки раз- 
ветвления. 

Здесь, естественно, возникает вопрос, всегда ли воз- 
можно так распределить лннии разветвления, чтобы дости- 
гнуть униформизации функции. Это один из труднейших 
вопросов, решение которого привело ‘к развитию особой 
дисцип ины, носящей название „Апа|у$1з $Низ“. 

20. В рубрике 15 мы уже выяснили, что ф рма линии 
разветвлення никакого значения не имеет; важно только, 
между какими точками разветвления она проходит. Нужно 
заметить, что между одними н теми же точками иногда 
проходят несколько линий разветвления; если, например, 
через две точки разветвления проходят четыре римано- 
вых ‘листа, причем в обеих точках 1-Й и 2-й листы скреп- 
лены между собой, а 3-й и 4-й—между собой, то между 
этими точками проходят две линии разветвления: по 
одной скрепленыпервые два листа, по второй—вторые два, 
Э'идве линин разветвления могут проходить одна над дру- 
гой; но они могут быть проведены и независимо одна 
от другой. Е 

Положим теперь, что для некоторой функции устано- 
влена соответствующая риманова поверхность. Через все 
точки разветвления проведем непрерывную замкнутую 
линию [.. Все линии рьзветвления сдвинем так, чтобы они 
располагались вдоль этой линии Г. Теперь разрежем много- 
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связную поверхность по линии [. Овна распадется на 
куски, в каждом из котор ах никаких точек разветвления 
уже не будет. Для значений независимой переменной и, 
лежащих в каждой такой области, функция однозначно 
опредёлена, и соответствующие значения функции обра- 
зуют некоторую область на плоскости 2. Установить то 
разделение плоскости 2, которое соответствует частям 
нашей многолистной поверхности, получившимся после 
разреза, — в этом заключается главная задача при изучении 
функпии на римановых поверхностях. Этой задачей автор 
ц занимается в тексте по отношению к некоторым заме- 
чательным алгебраическим функциям, 

‚ В заключение укажем, что обстоятельное изложение 
учения о римановых поверхностях читатель может найти 
в сочинении Н. \№еу! Ге \Чее 4ег Еетаппзспей Р!спе, 
.арае ип@ Вей 1913. 
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Неархимедова система чисел 327 

Несчетность континуума 375 
Непрерывность, анализ с точки 
зрения теории множеств 392 

Непрерывные дроби 62—77 
Неприводимость в теории функ- 
ций 171 
— в теории чисел 79 
Неприводимый случай при реше- 
нии  кубического  уракнеиия 
202—205 


434 
Нормальные урчвмения вилЬ- 
ных тел 18.214 м 
— решение при помощи отделе- 
ния корней и рядов 195—199 
— решение при помощи ун 
мизации 200—201. тит 
— решение в радикалах 206—210 
— свеление общих алгебраиче- 
ских уравнений к нормальным 
211—214 
Нормирующие кривые по класс 
138—140, 145, 14 
а по норядку 136, 145 
ьютонова интерполяционная фор- 
мула 342—343 . 


Области, разбиение сферы на основ- 
ные области 167—171, 176—1 
181—1 
Обоснование арифметики сред- 
ствами наглядных предстаглений 
15, 425—427 
— формальных выводов 18—19 
— логики 16, 423—4.5 
— Учения о множествах 17—18 
Обоснование и применения, см. 
Применения и обоснование 
Олнородные переменные 188 
Определяющие кривые, см. Норми- 
рующие кривые . 
Основная тесрема аягебры 155-157 
Основной ряд 393 


30* 


Основной ряд Кантора 393 
Оснокные зак ны сложения и умно- 
ження 11, 12 
— логическое обоснование 14 
— Непротиворечивость 18—19 


Пеано кривая 395 

Пифагоровы числа 67—70 

Поворотное растяжение простран- 
ства 110—112 

Плотное множество (всюву) 45 

Подготовка пренолават. акаде- 
мическая 1, 9, 429 
— семинлрская 9 

Показательная функция, определе- 
о квадратурой 1ниерболы. 223, 


— общая 236—238 
— ряд для п. ф. 226 я 
— иссл- дование в теории функ- 
ций 235, 236 т 
Порог ощущения 53 
Построение циркулем и т 
1 
Правила знаков, мнимые доказа- 
тельства 40—41 
Приближениая математика 53—54 
Прикладная математика 20, 22, и 
5 


Применения и обоснованне нсчис- 
ления бесконечно-малых 331—332 
— учения о дробих 42—45 
— иррациональных чисел 51 
— мнимых чисел 85—88 
— натуральных чисел 14—22 
— отрицазельных чисед 33—41 


Привцип перманентиссти 38 

Программы преподавания матема- 
тики, м. Меранские про. раммы 

Произзодные 329—330 

Пространство, представление 52 

Простые числа, существование бес- 
численного множества п. ч. 59 
— таблицы 60 

Психологиче, кие моменты препо- 
давания 4, 7—9, 14, 22, 40, 41, 44, 
48, 400, 426, 427 


Разложение на простые мпожители, 
таблицы 60 
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стене элементов миоже- 
ства 

Рациональность с точки зрения 
приближенной математики 53—54 


Реорганизация преподавания мате- 


матики в средней школе: 
— Бадена 410 
— Баварии 410—411 - 
— Вюртемберга 409—4Ю 
— Пруссин 410—416 
Реформа высшей технической 
школы 412—415 
— преподавания математики, вве- 
денне исчисления бесконечно- 
малых в школьное препоаванне 
330—338, 430—431 
— роль понятия © функниях 
аи 
Римановы поверхности 159— 
438—460 


— сфера 159—166 
Ряды развития математики: 
А — логическое направленне, рас- 
щенляющее методы и дисци- 
плины 120 . 
В — наглядное направленне, объ- 
единяющее методы 121 
С — формально-алгорифмическое 
направление 123 ) 
Ряды Фурье, см. Тригонометри- 
ческие рялы 
Сеть точек 65 
Сечение по Дедекипду 49—50 
Словоупотребление неправильное 
в школе, 
алгебранческие числа в ариф- 
метике 33 
— относительные числа 33 
— основанное на недоразумении: 
—- алгебраически неразрешимое 
уравнение 210 
— неприводимое уравнение 202 
— корень уравнения 2Ю 
— ряд Маклорена 348 
Сопрнкасаклциеся параболы 334 
— предельная форма 338 
Стиль математического ин 
1 


Счетность алгебраических чисел 
ы 375—378 
— рациональных чисел 375 


Счетиость совокупности счетного 
количества множеств 79 

Счет сокращенный 12—13 

Счетные машины и формальные 
правила счета 24—32 

Теизор 108, 112 

Теорема о срелнем значении в ли- 
ференщиальном исчислении = 


— Пикара 240—241 
— Ферма, великая 70—75 
— Штурма, геометрический экви- 
валент 141 
Типы расположения 397 
— логические, учение о типах 425 


Точка, бесконечно удаленная та 
6 


— сеть т. 65 
Точки разветвления 162, 166, 443 
— схождения 444 
Точная математика 53—54 
Трансцендентность чисел е ил 352, 
373 
Треугольник, понятие от. в сфери- 
ческой геометрии, собстьенные 
и несобственные т. 264—275 
— элементарное понятие о т.у 
Мебиуса 254—265 
— Стюди 272—273 
— мембрановый 275—280 
Тригонометрия сферическая, вклю- 
чение в многомерную, дополнн- 
тельные соотношении 263-280 
Тригонометрические ряды 286—301 
— доказательство сходимости 296 


— тригонометрическая интерпо- 
ляциз 288—2: 
— приближенные кривые = 


— поведение  тригонометриче- 
ского ряда в точках разрыва 


— явление Гиббса 299 
Тригонометрические функпин, см. 
Гониометрические функции мля 
Круговые функции 
Трисекция угла, доказательство не- 
к 172—174 
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Увиформизапия и помощи лога- 
рифмов 200—201, 239 
Уравнения деления круга 76—77 
— двучленные 196—198 
Уравн: ния ‚ озвр1ные 78—79 
— пятой степени 213 
— диэдра 174—179 
— тетраэдра 182—183 
— октаэлра 14 
— икосаэдра 181—185 
— пормальные 195 


Формальная математика 34, 39, 42, 

Формула Тейлора, аналоги» с иитер- 
поляпионной формуаой Ньютона 
346—347 


— остаточный член 337 
Функции, множество непрерывных 
вещественных ф. 387—389 


Фуякинональные шкалы ма кривых 
данного класса 137--144 
— на кривых данного ворядка 
136—187 
Функция, понятие о ф. 301 
— аналитическая 302 
— произвольная 
Функции разрывные вещественные 
306 


Циклометрические функиии, опре- 
деление их квалратурой окруж- 
ности 245—246, 252 

Числовая плоскость 88 

Число, понятие 13, 423, 427 
— пара ч. 42, 87 
— шкала ч. 33, 45 

Школьная математика, содержа- 
ние 4—5 

Эквивалентности множеств тео- 
рема 388 
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МЕТОДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 


Перев. с немецкого Б. Л. Лившица, Ю. Л. 
Рабиновича и 3. Г. Либина. 
32 л, 
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под ред. проф. В. В. Степанова, 
Акад. Н. Н. ЛУЗИН 


‚ СОВРЕМЕННОЕ СОСТОЯНИЕ ТЕОРИИ ФУНК- 
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